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1. Вступ

Лiнiйна алгебра вiдiграє фундаментальну роль в математичнiй освiтi. Ад-
же поняття абстрактного векторного простору, вектора, як його елемента, бази-
су та координат вектора в базисi, лiнiйних та полiлiнiйних вiдображень викори-
стовують всi галузi математики та комп’ютерних наук. Лiнiйна алгебра оперує
досить абстрактними поняттями, такими як лiнiйнi простори, лiнiйнi вiдобра-
ження, полiлiнiйнi та бiлiнiйнi форми, власнi числа, власнi вектори тощо. Цi
поняття є достатньо складними, вимагають умiння аналiзувати данi, будувати
моделi та вирiшувати складнi питання, якi є фундаментом для багатьох iнших
галузей математики (наприклад, функцiонального аналiзу), iнформатики, фi-
зики, iнженерiї, статистики та економiки. Сучасне розумiння векторiв i матриць
є критично важливим для машинного навчання, комп’ютерної графiки, оброб-
ки сигналiв, квантової механiки та багатьох iнших сучасних технологiй. Пiд час
роботи в аудиторiї на практичних заняттях або на лекцiї студенти мають мож-
ливiсть познайомитися iз алгоритмами дiй на базi теоретичного матерiалу, але
при iндивiдуальному розв’язуваннi задач стикаються iз певними труднощами.
Це вiдбувається тому, що задачi з лiнiйної алгебри часто вимагають нестандарт-
ного пiдходу та комбiнацiї рiзних методiв. Самостiйнi спроби знайти розв’язок
поставленої задачi пiд час виконання iндивiдуальних завдань навчають сту-
дента аналiзувати проблему, видiляти ключовi елементи, розробляти стратегiю
розв’язання та перевiряти отриманi результати. Самостiйне розв’язування за-
дач допомагає студенту зрозумiти внутрiшню логiку лiнiйно-алгебраїчних ме-
тодiв, що полегшує їх подальше застосування в бiльш складних контекстах.
Самостiйна робота студента завжди вiдiграє фундаментальну роль у глибоко-
му розумiннi предмета та розвитку ключових математичних навичок. Спроба
самостiйно розiбратися з означеннями, теоремами та їх наслiдками, а потiм
застосувати їх у задачах, сприяє формуванню мiцних нейронних зв’язкiв i кра-
щому запам’ятовуванню матерiалу. Самостiйна робота без корекцiї викладача
перетворює студента з пасивного слухача на активного учасника навчального
процесу. Вiн самостiйно шукає шляхи розв’язання, аналiзує доступну iнфор-
мацiю, виправляє свої помилки та вчиться на них. Це також сприяє розвитку
навичок самоконтролю та самооцiнки. Студент вчиться об’єктивно оцiнювати
свiй рiвень розумiння матерiалу та визначати областi, якi потребують додатко-
вого опрацювання. Даний збiрник завдань для iндивiдуальної роботи з лiнiйної
алгебри спрямовано на органiзацiю поза аудиторної роботи студентiв матема-
тичних спецiальностей.

Запропонований збiрник мiстить 30 варiантiв типових iндивiдуальних за-
вдань iз таких тем: комплекснi числа, матрицi, визначники, системи лiнiйних
рiвнянь, лiнiйнi простори, евклiдовi та унiтарнi простори, лiнiйнi, бiлiнiйнi та
квадратичнi форми, многочлени. Для виконання завдань варiанта розрахун-
кової роботи укладачi рекомендують студентам ознайомитися з вiдповiдними
темами та прикладами розв’язування типових задач зi списку рекомендованої
лiтератури або за конспектом лекцiй. Збiрник завдань також можна викори-
стовувати як варiанти перевiрочних робiт (самостiйних або контрольних) за
певною темою, вибираючи iз запропонованого перелiку потрiбнi завдання.

Пам’ятаємо, що «Дорогу осилить лише той, хто йде»!
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Подолання труднощiв у процесi самостiйного розв’язування виховує напо-
легливiсть, терпiння та впевненiсть у власних силах!

Успiхiв у навчаннi та натхнення у працi!
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2. Варiанти для iндивiдуального опрацювання

2.1. Варiант 1.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z = 2−6i
1−i + (1 + i)4 − i7 в алгебраїчної форме,

знайти дiйсну та уявну частину даного комплексного числа, модуль та
аргумент цього комплексного числа.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть 16-ий степiнь числа z =

√
3 + i.

3) Знайти всi значення 5
√
3i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 3− 2i| ≤ 3, 3 ≤ |z − 6 + i|.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 13z2 + 36 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 3 −1 2
−2 0 3
1 2 4

;

B =

 0 2 3
1 3 5
−1 0 1

 ; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння
(

2 −3
5 −3

)
+ 2 ·X =

(
−2 1
5 7

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 2x3 − x2 + 3x+ 4, A =

(
5 −2
−1 3

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, з’ясувати за якої умо-
ви на матрицi A та B буде мати мiсце рiвнiсть (A+B)2 = A2+2AB+B2?

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1 3
1 3 0 4
0 −2 2 1
2 4 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати рiвняння :

∣∣∣∣3x− 1 1
x+ 1 x

∣∣∣∣ = 0.

7) Обчислити обернену матрицю A−1 для наведеної матрицi A:−1 0 3
6 3 −1
3 −2 −3

 .
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Результат перевiрте A · A−1 = E.

8) Розв’язати рiвняння:
(
1 2
3 4

)
·X ·

(
−1 0
2 1

)
=

(
7 5
13 9

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


3 2 1 3
1 3 0 4
0 −2 2 1
2 4 0 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 2 1 3 −1
1 2 −3 4 1
3 6 −1 10 −1
−1 −2 −5 −2 3

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


1 1 3 0 4
2 3 2 1 3
0 1 −4 1 −5
2 1 −6 −1 13

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


x1 + 2x2 + 4x3 = 8,

−2x1 + 3x2 = 13,

x1 + 4x2 − 2x3 = 8.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 − x2 − x4 + 2x5 = 6,

x1 + x2 − x3 − 3x4 + 4x5 = 4,

6x1 + 2x2 − x3 − 2x4 − x5 = −1,
4x1 + 3x2 − x3 − 2x4 + 2x5 = 3.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 + x3 + x4 + 5x5 = 0,

x1 − x3 + x4 + 3x5 = 0,

x1 + 3x2 − x3 + x4 = 0,

−3x2 + 2x3 + 4x4 + x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина векторiв з R3, що є колi-
неарними до вектора −→a = (4; 5;−1). Операцiї додавання елементiв та
множення на скаляр визначаються звичайним чином.
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2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
8 3
5 6

)
, C =

(
7 3
5 5

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (1; 2; 0; 0), −→a2 = (1; 2; 3; 4),
−→a3 = (3; 6; 0; 0), −→a4 = (2; 1;−4; 5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору векторiв з R3, що ком-
планарнi з векторами −→a = (0;−2; 3) та

−→
b = (1; 5; 4).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (−1; 4; 3; 2), −→a2 = (0; 5; 5; 7), −→a3 = (2; 4; 4; 8),
−→a4 = (6; 3;−1;−5), −→a5 = (−1;−2; 1; 10).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (−2; 1; 2),
−→
f1 = −−→e1 +2−→e2 +3−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 +2−→e2 +3−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 1, 2,−1),−→a2 = (1,−1, 1, 2),−→a3 = (−1, 5, 1, 8),
−→
b1 = (0,−4,−2, 6),

−→
b2 = (2, 1, 1,−1),

−→
b3 = (4, 0, 1, 1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = x1x2 + y1y2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1; 1; 0),

−→
f2 = (−1; 1; 0),

−→
f3 = (0; 0; 1),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (0;−1; 5; 1), −→a2 = (4; 1; 2;−1), −→a3 = (6; 1; 1; 9).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (5; 5;−1; 6), −→a2 = (2; 3; 4; 0).



9

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
−4x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 0,

5x1 + 2x2 + x3 − 5x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо
−→a1 = (1; 2;−1; 1), −→a2 = (3; 1; 2; 2), −→a3 = (1; 4; 5; 3), −→x = (−1; 0; 3; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм тетраедра, побудованого на
векторах −→e1 = (2; 1; 5), −→e2 = (−2; 1;−3), −→e3 = (1; 1;−4).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
−4x21+11x22+11x23+15x24−4x1x2 −4x1x3−4x1x4−14x2x3+10x2x4−26x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 13x22 + 12x23 + 8x1x2 + 8x1x3 − 10x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 2x22 + 47x23 − x1x2 − 12x1x3 + 6x2x3
.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 4 для мно-
гочлена f(x) = 2x5 − 24x4 + 97x3 − 140x2 + 48x− 64.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4−x3+22x2− 4x− 8.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 − 9x2 + 64.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
3x5 + x3 + 6x− 1

(x+ 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
3x3 − 11x2 − 8x− 24

(x2 + 1)(x− 2)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + 3x3 − x2 + 2x− 1, g(x) = x6 + x4 + 3x3 + x2 + 3x+ 1.
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2.2. Варiант 2.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z = 5+15i
2i−1 + (1− i)5 + i9 в алгебричнiй форме,

знайти дiйсну та уявну частину даного комплексного числа, модуль та
аргумент цього комплексного числа.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 4 + 4i,
n = 43.

3) Знайти всi значення 4
√
−2i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 1− 3i| ≤ 4, −1 ≤ Rez < 4, Imz ≤ 5.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 5z2 + 4 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −1 1 0
2 1 5
−1 0 −4

;

B =

 2 7 1
−5 2 0
0 −2 8

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·X +

(
10 1
4 −6

)
=

(
4 7
−2 0

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x3 + 5x2 + 2x− 3, A =

(
1 3
−1 2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
4 2
−3 5

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 3 2 −1
3 0 1 2
1 2 0 1
5 0 7 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣1− x 4
2− x x

∣∣∣∣ ≤ −4.
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7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

7 −1 7
2 3 0
3 2 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.

8) Розв’язати рiвняння:
(
−1 3
2 4

)
·X ·

(
−2 1
2 1

)
=

(
1 5
−3 2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


2 3 0 −2
−1 2 1 4
5 0 −2 3
1 1 0 1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


−1 2 1 2 4
5 0 −2 3 −2
3 4 0 7 6
1 8 2 11 12

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 −1 3 −2 4
4 −2 4 3 7
2 −1 1 8 −3
4 −2 4 5 4

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 2x2 + 3x3 = 10,

−3x1 + 4x2 + 5x3 = −3,
x1 − 2x2 − 2x3 = 1.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь


3x1 − 2x2 + x3 + 4x4 − x5 = 2,

3x1 + 3x2 − 2x3 − 3x5 = −2,
2x1 + x2 + x3 − 4x4 + 3x5 = 1,

−3x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 + x2 + x4 − x5 = 0,

x1 − x2 + x3 − x4 − 2x5 = 0,

−x1 + 3x2 − 2x3 + x4 + x5 = 0,

−2x1 + 2x3 − x4 + 3x5 = 0.
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Лiнiйнi простори
1) З’ясувати, чи є множина векторiв з R3, що є компланарними з векторами
−→a = (1; 2; 3) та

−→
b = (−2; 3; 0) лiнiйним простором. Операцiї додавання

елементiв та множення на скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = x2 − x− 1, f2(x) = x2 + 3, f3(x) = 2x2 − 4x− 7.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (1; 2; 3; 4), −→a2 = (2; 3; 4; 5),
−→a3 = (3; 4; 5; 6), −→a4 = (4; 5; 6; 7).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору векторiв з R3, що ком-
планарнi з векторами −→a = (1; 7; 4) та

−→
b = (3; 8; 1).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = 3x3 + 2x2 + 7x+ 1, f2(x) = 4x3 − x+ 2,
f3(x) = 5x3+3x2+2x+8, f4(x) = 6x3+x2+4x+7, f5(x) = 14x3+x2+12x+9.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (−1; 2; 1),
−→
f1 = −−→e1 + 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = 3−→e1 +−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (−1, 2, 1, 0),−→a2 = (1,−1, 2, 1),−→a3 = (2,−1, 7, 3),
−→
b1 = (4,−6, 6, 2),

−→
b2 = (2, 1,−1, 2),

−→
b3 = (0,−8, 8,−2).

Унiтарний та евклiдiв простори
1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-

ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = |−→x ||−→y |.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1;−2i),

−→
f2 = (i; 2),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (6; 5; 2; 1), −→a2 = (1; 1; 2; 1), −→a3 = (2;−2; 2; 3).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1;−2; 3; 4), −→a2 = (2; 0; 5; 1), −→a3 = (4;−1; 2; 5).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
5x1 + 4x2 + x3 + 4x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (1; 1; 0; 1), −→a2 = (2;−1; 3; 3), −→a3 = (−3; 0; 2; 4), −→x = (3; 2; 5; 1).

7) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 0; 0; 3), −→a2 = (3;−2; 1; 4), −→a3 = (1;−5; 1; 0), −→x = (4; 1; 2; 6).

8) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти розклад вектора −→a = (6; 7; 7) за
векторами −→e1 = (2; 1; 5), −→e2 = (3; 2; 1),−→e3 = (4; 1; 1).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
−4x21 + 5x22 + 4x23 − 8x1x2 − 8x1x3 − 8x1x4 − 26x2x3 + 10x2x4 − 24x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−4x21 + 5x22 + 4x23 − 8x1x2 − 8x1x3 − 26x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 2x22 + 19x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 6x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 5x5 − 20x4 + 22x3 − 7x2 + 4x+ 4.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 18x4 + 21x3 + 30x2 + 28x+ 8.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 − 8.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + 2x4 − x+ 1

(x− 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 + 16x2 − 44x− 4

(x2 − 2x+ 2)(x− 3)(x+ 4)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 − 4x+ 3, g(x) = x5 + 2x3 + x2 + x+ 1.
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2.3. Варiант 3.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 5+10i

−1−2i + (1 + 2i)3 − 3i13.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 5 + 5i

√
3,

n = 15.

3) Знайти всi значення 5
√
2i+ 2 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 1 + 2i| ≤ 3, 2 ≤ Rez, Imz ≤ 5.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 3z2 − 4 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −2 −3 1
0 1 4
2 −2 0

;

B =

 −2 6 −2
7 0 3
−1 3 9

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·X − 2 ·
(

5 2
−3 1

)
=

(
6 2
−9 −5

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 3x4 − 2x3 + 5x+ 1, A =

(
3 −1
1 −3

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвняння
(
1 2
3 6

)
·X =

(
10 11
30 33

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 1 2 1
−3 2 −1 4
4 0 0 3
2 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2 + 3x x+ 6
2 x

∣∣∣∣ > 0.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 3 2 1
−4 0 2
1 −5 −6

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

0 2
−3 5

)
·X ·

(
2 −1
−4 3

)
=

(
0 2
11 4

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


4 2 −2 3
2 1 0 3
0 2 4 −2
3 1 0 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


3 4 2 −2 3
2 1 0 3 −1
0 2 4 −2 3
−1 2 2 −8 1

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


6 −2 2 3
2 4 −4 3
4 1 −1 3
2 −3 3 0

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 3x2 + x3 = −5,
3x1 − 4x2 − 5x3 = 5

2x1 + 2x2 + 3x3 = 2.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 − 3x2 + x3 − 4x4 + 5x5 = 11,

x1 + 2x2 + 3x3 − x4 − 2x5 = −4,
3x1 − x2 + 2x3 − x4 = 2,

−2x1 + 3x2 + x3 − 5x4 + x5 = −1.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + x2 + 2x4 + x5 = 0,

2x1 + 3x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 7x4 + 2x5 = 0,

x2 − 2x3 − x4 − 2x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина векторiв з R3, довжина яких
не перевищує одиницi. Операцiї додавання елементiв та множення на ска-
ляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
−→a1 = (5;−4; 3; 5), −→a2 = (1; 5; 0;−9), −→a3 = (3;−14; 3; 23).
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3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (−1; 4; 3; 5), −→a2 = (2; 1; 0; 1),
−→a3 = (3; 6; 3; 7).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору векторiв з R3, що орто-
гональнi до векторiв −→a = (2;−1; 4) та

−→
b = (3; 1; 8).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
5 3
4 −1

)
, x2 =

(
2 0
9 1

)
, x3 =

(
3 3
5 7

)
,

x4 =

(
2 1
4 8

)
, x5 =

(
22 16
35 52

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 1; 1),
−→
f1 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 + 2−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1, 1,−1),−→a2 = (1, 1,−2, 1),−→a3 = (4,−2, 1,−2),
−→
b1 = (5, 1,−4, 1),

−→
b2 = (3, 1, 0, 1),

−→
b3 = (5, 1,−1, 1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 3. Для

довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

f ′(x)g′(x)dx.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (10; 0; 1),

−→
f2 = (0; 7; 1),

−→
f3 = (1;−1; 1),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (1;−2; 3; 4), −→a2 = (2; 0; 5; 1), −→a3 = (4;−1; 2; 5).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (6; 4; 3; 1).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

5x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 + 2x3 − 4x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (3;−1; 2; 0), −→a2 = (1; 1; 2; 3), −→a3 = (2; 1;−1; 1), −→x = (0; 1; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :


x = 1− 2t,

y = 2 + 3t,

z = 3 + 2t

та l2 :


x = 1 + t,

y = 3− 2t,

z = 2 + 3t

t ∈ R.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
9x21+5x22+4x23+18x1x2+18x1x3+18x1x4 + 26x2x3 + 10x2x4 + 28x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−9x21 − x23 − 18x1x2 − 18x1x3 − 36x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 5x22 − 21x23 + 2x1x2 − 4x1x3 + 20x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 3x5 − 12x4 + 10x3 + 9x2 − 12x+ 4.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 12x4+2x3+2x2+x− 2.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x5 − 4x3 + 36x.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 − 4x3 + x2 − 7x+ 10

(x+ 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 − 20x2 − 19x− 30

(x2 + 1)(x+ 3)(x− 3)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 2x+ 1, g(x) = x5 + x4 + x2 + 3x+ 2.
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2.4. Варiант 4.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 10+20i

1+3i
+ (2− i)4 + i11.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −5+5i

√
3,

n = 39.

3) Знайти всi значення 5
√√

3− 3i та зобразити всi цi значення на комплекс-
нiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 2− 3i| > 2, 1 ≤ Imz ≤ 6.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 3z2 − 4 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −5 3 1
0 2 −4
−1 0 3

;

B =

 −6 0 4
2 3 7
2 −1 3

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·X +

(
6 2
0 −2

)
= 2 ·

(
1 −3
7 2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = −x4 + 3x3 + x+ 2, A =

(
2 −2
−1 4

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi
порядку 2, для яких trA = tr(E − A).

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 0 −2
−1 2 1 4
5 0 −2 3
1 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати рiвняння:

∣∣∣∣2x2 − 3 x+ 2
x 1

∣∣∣∣ = 0.
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7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

4 2 −3
1 −1 3
0 −2 2

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.

8) Розв’язати рiвняння:
(
−3 1
4 −2

)
·X ·

(
7 5
3 2

)
=

(
−2 1
3 −5

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 1
3 2 1 3

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


0 1 1 0 2
2 2 3 −2 4
1 1 2 1 −1
4 4 7 0 2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 3 1 2 −3
1 1 −3 0 1
0 1 7 2 −5
3 4 −2 2 −2

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 − 2x2 + 3x3 = 1,

3x1 − 5x2 + 4x3 = 5,

4x1 + 2x2 + 15x3 = −1.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 + x2 − 2x3 + x4 − 3x5 = −6,
x1 + 2x2 − x3 − 3x4 − x5 = 4,

−x1 + 3x2 − x3 + x4 + x5 = 1,

2x1 − x2 − 5x3 − 4x4 + x5 = 3.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + 3x2 + x3 + 3x4 = 0,

2x1 + x2 − 3x4 + x5 = 0,

4x1 + 7x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 0,

−x1 − 7x2 − 3x3 − 15x4 + 2x5 = 0.

Лiнiйнi простори
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1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина квадратних матриць, слiди
яких дорiвнюють нулю. Операцiї додавання елементiв та множення на
скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = 1, f2(x) = arcsin x, f3(x) = arccos x, x ∈ [−1; 1].

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (1; 2; 0;−1; 4), −→a2 = (3; 1; 3; 3; 1),
−→a3 = (7; 3; 2; 8; 1), −→a4 = (4; 2;−1; 5; 0).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
−5 2
8 3

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (6; 2; 6; 3), −→a2 = (7; 8; 1;−5), −→a3 = (2; 3; 8; 4),
−→a4 = (6; 1; 1; 9), −→a5 = (13;−1; 15; 30).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (5; 7; 7),
−→
f1 = −−→e1 + 3−→e2 + 4−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e1 + 5−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = 3−→e1 + 2−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 1,−1, 1),−→a2 = (1, 1, 1,−1),−→a3 = (3, 3,−1, 1),
−→
b1 = (2, 2,−6, 6),

−→
b2 = (2, 3, 1,−1),

−→
b3 = (4, 5, 1,−1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = x1x2 + u1u2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (0; 1 + i),

−→
f2 = (1 + i; 2i),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
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−→a1 = (−4; 2; 1; 8), −→a2 = (6; 3; 2;−6), −→a3 = (4;−1; 3; 6).
4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.

Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (−4; 5; 2; 6), −→a2 = (7; 3; 1; 2), −→a3 = (4; 3; 0; 5).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
x1 − x2 + x3 − 3x4 = 0,

− 2x1 + x2 + 5x3 + 6x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (4; 1; 2; 5), −→a2 = (−2; 1; 3; 0), −→a3 = (6; 1; 2; 1), −→x = (0; 1; 1; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти площу паралелограма побудовано-
го на векторах −→e1 = (−2; 1; 3), −→e2 = (1; 3;−2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:

3x21 + 5x22 + 6x23 + 9x24 + 6x1x2 + 6x1x3 + 6x1x4 + 2x2x3 + 10x2x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
9x21 + 18x22 + 17x23 + 18x1x2 + 18x1x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 18x22 + 62x23 − 6x1x2 − 10x1x3 − 6x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −4 для
многочлена f(x) = −3x5 − 25x4 − 56x3 − 14x2 + 16x+ 32.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 12x4 − 14x3 + 22x2 − 21x+ 6.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 + 125.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + 5x4 + 6x2 − 3x− 2

(x+ 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
2x3 + 17x2 − 22x− 42

(x2 + 2x+ 3)(x− 4)(x+ 6)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x6 + x4 + 2x3 + x2 + 2x+ 1, g(x) = x6 + x4 + x3 + 2x2 + x+ 2.
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2.5. Варiант 5.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 10i−20

3i−1 − (2 + 3i)3 + i14.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −2, n = 18.

3) Знайти всi значення 5
√
6 + 2i

√
3 та зобразити всi цi значення на комплекс-

нiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
− 1 ≤ Rez ≤ 4, −3 ≤ Imz, −π/3 ≤ argz < π/2.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 5z2 − 36 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 0 3 −2
0 3 1
3 4 −3

;

B =

 2 −3 1
−5 3 2
2 0 7

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·X − 3 ·
(

1 −1
2 0

)
=

(
3 9
2 −4

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 2x4 − x3 + 3x2 + 2, A =

(
−2 3
2 4

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвняння
(
3 2
6 4

)
·X =

(
1 12
2 24

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −2 3
2 1 0 3
0 2 4 −2
3 1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6)
∣∣∣∣x+ 1 4x

2 x− 3

∣∣∣∣ ≥ 8.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 5 2 1
0 −4 2
−2 1 1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
10 9
2 2

)
·X ·

(
0 2
3 4

)
=

(
13 9
7 5

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 1 0 2
2 3 −2 3
1 0 2 1
3 2 1 3

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 0 −1 0 2
2 1 3 −2 3
1 1 4 −2 1
4 3 11 −6 5

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


1 −1 −1 1
0 −1 2 3
1 0 3 −5
3 −4 1 −3
5 −4 7 13

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


3x1 + 2x2 − x3 = −4,

4x1 − 3x2 − 4x3 = −14,
−2x1 + x2 + 3x3 = 5.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 − 2x2 + 3x3 + x4 − x5 = 2,

−x1 + 3x2 − x3 + 3x4 = −2,
x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = −2,

3x1 − 2x3 + 3x4 + 2x5 = 0.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + 3x3 + 2x4 = 0,

2x1 − 3x2 + x4 = 0,

−3x2 − 6x3 − 3x4 = 0,

x1 − x2 + x3 + x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина функцiй, неперервних на
вiдрiзку [a; b].Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визна-
чаються звичайним чином.



24

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:

A =

(
−7 2
13 6

)
, B =

(
−11 8
5 5

)
, C =

(
0 1
0 0

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (2;−6; 0; 1), −→a2 = (5; 4;−3; 4),
−→a3 = (7; 1;−2; 8),−→a4 = (5; 5;−6; 0).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору векторiв з R3, що орто-
гональнi до вектора −→a = (4; 2; 9).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = 2x3 + x2 + 5x+ 4, f2(x) = 3x3 − 6x2 + 5,
f3(x) = 4x3 + 8x2 + x+ 7, f4(x) = 6x3 + 6x2 + 2x+ 3,
f5(x) = 4x3 + 23x2 + 16x+ 9.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (2; 2; 0),
−→
f1 = −−→e1 + 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 + 3−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (−1,−1, 1, 1),−→a2 = (1,−1,−1, 1),−→a3 = (−1,−3, 1, 3),
−→
b1 = (0,−4, 0, 4),

−→
b2 = (2, 1, 2,−1),

−→
b3 = (−2,−3, 6, 3).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = |−→x ||−→y | sinα, де

α – кут мiж векторами.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (3;−2; 1 + i),

−→
f2 = (−1; 0; 2i),

−→
f3 = (1; 0; 1),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (5; 5; 1; 4), −→a2 = (2; 2; 2; 1), −→a3 = (7; 7; 3; 5).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (3; 7; 1; 4), −→a2 = (−5; 2; 6; 8).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
−4x1 − x2 + 6x3 − 7x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 1; 2; 1), −→a2 = (1;−1; 4; 1), −→a3 = (5; 0; 1;−3), −→x = (3; 2; 5; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм паралелепiпеда, побудовано-
го на векторах −→e1 = (3; 2;−3), −→e2 = (2; 1; 1),−→e3 = (4;−1; 3).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21 + x23 − 22x24 − 4x1x2 − 6x1x3 + 4x1x4 + 20x2x3 − 24x2x4 + 12x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 10x22 + 9x23 + 2x1x2 + 2x1x3 − 16x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −3x21 − 4x22 − 40x23 + 6x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 3x5 − 12x4 + 10x3 + 9x2 − 12x+ 4.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 12x4−5x3+22x2−10x−4.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 − 3x2 + 9.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
5x4 − 7x3 + 3x− 2

(x− 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
3x3 + 21x2 + 20x+ 16

(x2 + x+ 4)(x+ 4)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + 3x3 + 3x− 1, g(x) = x6 + x4 + x3 − 2x2 + x− 2.
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2.6. Варiант 6.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 13−26i

3i−2 + (2 + i)3 + 3i9.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа
z = 5

√
3 + 15i, n = 24.

3) Знайти всi значення 6
√
2i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 4− 2i| ≤ 6, 1 ≤ |z − 7− 4i|.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 10z2 + 9 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −7 0 −2
0 2 −3
−1 3 9

;

B =

 2 2 −1
−3 2 0
4 −1 7

; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння X − 2 ·
(

3 1
9 −2

)
= 3 ·

(
5 0
−1 3

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 7x3 + 2x2 − 3x+ 5, A =

(
5 −1
2 4

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
1 7
−4 0

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
−7 3 1 2
4 1 2 −3
2 0 4 0
0 −3 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x− 1 x− 2
3 x

∣∣∣∣ ≤ 12.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

−1 −2 −23 3 1
2 0 −3

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

3 4
−2 −1

)
·X ·

(
2 1
−3 −2

)
=

(
3 4
−2 −1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


3 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 0
3 4 1 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


−3 −1 1 0 2
2 3 −2 4 −1
1 0 2 0 4
0 −2 −1 −4 −5

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2
0 1 −6 −1 13

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 − 3x2 + 3x3 = −1,
7x1 + 3x2 − 2x3 = 7,

4x1 + x2 + 3x3 = −7.
2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь

x1 + x2 + 2x3 − 4x4 − x5 = 0,

2x1 − 2x2 + 2x3 + 4x4 + 2x5 = 3,

x1 + x2 + x3 + 4x4 − x5 = 1,

2x1 − 3x2 + x3 − x4 − 3x5 = 2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


3x1 − 2x2 + 2x3 + 4x4 = 0,

−x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 0,

5x1 − x2 + 2x3 + 9x4 = 0,

6x1 + 3x2 + 3x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина розв’язкiв рiвняння
x + 2y + 3z = 0. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр
визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = x3 + x+ 1, f2(x) = 2x3 + x− 2, f3(x) = x3 + 2x+ 5.
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3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (3;−2; 1;−1),−→a2 = (5; 2;−3; 6),
−→a3 = (8; 0;−2; 5),−→a4 = (2; 4;−4; 7).

4) Векторiв з R3, що колiнеарнi вектору −→a = (1;−1; 3).
5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
1 −1
3 5

)
, x2 =

(
2 2
6 8

)
, x3 =

(
1 3
5 7

)
,

x4 =

(
4 9
−2 0

)
, x5 =

(
−4 −18
14 14

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (−1; 2;−1),
−→
f1 = 3−→e1 +−→e2 ,

−→
f2 = −→e2 −−→e3 ,

−→
f3 = 2−→e1 +−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 1, 1, 1),−→a2 = (1,−1, 1,−1),−→a3 = (1, 3, 1, 3),
−→
b1 = (1, 2, 0, 2),

−→
b2 = (1, 2, 1, 2),

−→
b3 = (3, 1, 3, 1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2. Для

довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

f(x)g(x)dx+
1∫
0

f ′(x)g′(x)dx.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (4; 1;−1),

−→
f2 = (2; 1; 2),

−→
f3 = (0; 1; 0),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (2;−2; 5; 0), −→a2 = (1; 2; 3; 4), −→a3 = (4; 3; 2; 1).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (8; 1;−5; 4).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
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6x1 − 2x2 + x3 − 5x4 = 0,
3x1 + 5x2 + x3 − 2x4 = 0,
2x1 + 5x2 + x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (5; 2; 0;−1), −→a2 = (4; 2; 1; 3), −→a3 = (1; 1; 1; 1), −→x = (1; 2; 0; 3).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :
x− 2

−1
=
y + 3

2
=
z − 4

1
та l2 :

x+ 3

2
=
y

3
=
z − 1

−2
.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21+3x22−6x23−10x24+8x1x2+8x1x3 + 8x1x4 + 10x2x3 + 6x2x4 + 28x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−4x21 − x23 + 8x1x2 − 8x1x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 5x22 − 10x23 + 2x1x2 + 2x1x3 + 6x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 2x5 − 16x4 + 51x3 − 82x2 + 68x− 24.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 12x4 + 11x3 + 38x2 + 33x+ 6.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x5 + 4x3 + 16x.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 − x4 − 3x3 − 9x+ 1

(x− 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
2x3 + 14x2 + 5x+ 6

(x2 + x+ 1)(x− 4)(x+ 2)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + 3x3 + 2x2 + 2x+ 2, g(x) = x6 + x4 + 3x3 − 2x2 + 3x− 2.
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2.7. Варiант 7.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 13i−26

2+3i
+ 2(1 + i)5 − i10.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа
z = 2

√
3 + 6i, n = 36.

3) Знайти всi значення 6
√
6 та зобразити всi цi значення на комплекснiй пло-

щини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 3 + i| ≤ 4, 1 ≤ Rez, −3 < Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 8z2 − 9 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 0 2 −5
−2 3 1
2 0 5

;

B =

 9 −2 0
0 −3 2
−4 1 7

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·
(

4 −2
1 7

)
− 3 ·X =

(
−7 2
5 −1

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = −3x4 + x2 − 5x+ 1, A =

(
5 1
2 −3

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвняння
(
1 1
2 2

)
·X =

(
1 12
2 24

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 −1 3
3 0 2 −3
0 4 1 2
1 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x+ 1 2x
3 x− 2

∣∣∣∣ < 12− 2x.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 3 0 −1
2 5 2
−1 2 7

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

5 7
−1 −2

)
·X ·

(
2 1
4 5

)
=

(
−1 −5
7 2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 0 3 3
2 −3 0 1
0 1 7 1
3 −4 0 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 1 3 0 4
2 3 2 1 3
0 1 −4 1 −5
2 1 −6 −1 13

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


3 −2 10 5
6 −6 10 7
0 −2 −10 −3
5 −7 0 3
3 −4 0 2

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


3x1 + x2 − x3 = −1,
2x1 − 3x2 − 3x3 = 1,

−3x1 + 2x2 + 2x3 = −4.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 + 5x2 + x3 − x4 − x5 = 0,

2x1 − 3x2 − 2x3 + 3x4 + x5 = 2,

−x1 + x2 + x3 + x4 − 3x5 = −2,
2x1 + 3x2 − 5x3 + 9x4 + 3x5 = 3.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


3x1 + x2 − 2x3 − x5 = 0,

x1 + x2 + x3 + 2x4 − x5 = 0,

x1 − x2 − 3x3 + x4 = 0,

x2 − 2x3 + 5x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина многочленiв другого степе-
ня. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визначаються
звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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−→a1 = (2; 3; 4; 5), −→a2 = (5; 4; 3; 2), −→a3 = (1;−1; 1;−1).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (2; 3; 0;−1), −→a2 = (−4;−6; 0; 2),
−→a3 = (6; 9; 0;−3), −→a4 = (8; 12; 0;−4).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
3 5
2 7

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (0; 5; 1; 8), −→a2 = (2; 4; 6; 5), −→a3 = (4; 3;−2; 1),
−→a4 = (2; 5; 7; 4), −→a5 = (10; 25; 5; 31).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1; 1;−1),
−→
f1 = 4−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 −−→e2 ,

−→
f3 = −→e1 + 2−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−2, 2, 1),−→a2 = (1, 1,−2, 2),−→a3 = (1,−5, 6, 0),
−→
b1 = (5,−4, 2, 7),

−→
b2 = (2, 1− 1, 1),

−→
b3 = (3,−4, 5, 1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = x1x2 + y1y2 + z1z2 + u1u2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1− i; 2i− 1),

−→
f2 = (0; 2),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (2;−1; 2; 1), −→a2 = (3; 0; 6; 2), −→a3 = (4; 3; 2; 1).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1; 3; 2; 8), −→a2 = (4;−1; 5; 6), −→a3 = (6; 2; 5; 1).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

2x1 − 5x2 + 4x3 + 5x4 = 0,
5x1 + 7x2 + 2x3 − 4x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 3; 2; 3), −→a2 = (3; 2; 3; 2), −→a3 = (1; 2; 3; 4), −→x = (6; 5; 4; 3).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм тетраедра, побудованого на
векторах −→e1 = (1; 2; 4), −→e2 = (−2; 1; 4), −→e3 = (4; 0;−2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21 + 18x22 + 41x23 + 5x24 + 12x1x2 − 4x1x3 − 4x1x4 − 42x2x3 + 12x2x4−
−42x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−4x21 + 5x22 + 7x23 + 8x1x2 − 8x1x3 + 26x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 2x22 + 11x23 − 4x1x2 + 6x1x3 − 8x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 2x5 − 15x4 + 44x3 − 64x2 + 48x− 16.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 12x4 − 11x3 + 50x2 − 44x+ 8.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 − 1.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
−x5 + 2x4 − 2x3 + 5

(x+ 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 − 11x2 + 25x− 20

(x2 − 2x+ 2)(x− 2)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = 2x5 + x3 + x2 − x+ 1, g(x) = x4 − 3x3 + 2x2 − 3x+ 1.
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2.8. Варiант 8.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 4+10i

1−i + (1 + 3i)3 + 4i7.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 2i− 2

√
3,

n = 42.

3) Знайти всi значення 4
√
3i− 3 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
Rez ≤ 4, Imz ≤ 2, −π/4 ≤ argz ≤ π/3.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 2z2 + 25 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 1 0 3
7 −2 1
−3 2 −6

;

B =

 −2 5 −2
1 2 3
−3 0 −1

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·
(
−1 2
4 0

)
+ 2 ·X =

(
1 −2
8 10

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 2x4 − x3 + 2x+ 7, A =

(
−1 3
2 −4

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, навести приклад мат-
рицi порядку 2, яка вiдмiнна вiд E i O, для якої A2 = A.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2 −1
−1 2 0 5
2 0 3 0
4 −3 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x+ 3 x
9 2x− 1

∣∣∣∣ < 3.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

3 0 3
4 5 −2
1 1 4

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.



35

8) Розв’язати рiвняння:
(
−3 −3
2 4

)
·X ·

(
1 −1
−5 7

)
=

(
1 −2
3 0

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 0 3 3
2 −3 0 1
0 1 7 1
3 −4 1 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:

2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 1 −1 −1 2
4 −1 1 −1 2
3 0 0 −1 2
1 −1 1 0 0

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 3x2 + 2x3 = −8,
3x1 + 3x2 + 2x3 = −5,

4x1 + x2 + 2x3 = 2.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
−x1 − x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 10,

2x1 − 3x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 4,

3x1 + x2 − x3 + x4 + 4x5 = −5,
x1 + 2x2 + x3 + 3x4 − x5 = 2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


−2x1 − x3 + x4 + 3x5 = 0,

x1 + 2x3 + x4 + 3x5 = 0,

x1 + x2 − x4 − 4x5 = 0,

x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина обмежених на вiдрiзку [a; b]
функцiй. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визнача-
ються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = 3, f2(x) = tg x, f3(x) = ctg x, x ∈ (0; π

2
).
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3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (7; 1;−2; 4),−→a2 = (1; 3;−3; 2),
−→a3 = (1;−1; 1; 2), −→a4 = (7; 5;−6; 4).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору парних функцiй, що є
многочленами не вище четвертого порядку.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = x3 − x2 − x, f2(x) = 2x3 + 3x2 + 6x+ 7,
f3(x) = 4x3 + 2x2 + 5x+ 6, f4(x) = −3x3 + x2 + 1, f5(x) = 2x3 + x+ 8.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (3; 0; 1),
−→
f1 = −−→e1 + 4−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e1 +−→e2 ,

−→
f3 = −→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 1, 3, 1),−→a2 = (1,−1, 2, 1),−→a3 = (−1, 5, 0,−1),
−→
b1 = (−1, 3,−1,−1),

−→
b2 = (3, 1, 2, 1),

−→
b3 = (1, 5, 5, 1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = 2|−→x ||−→y | cosα,

де α – кут мiж векторами.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (0; 0; 1 + i),

−→
f2 = (1− i; i; 0),

−→
f3 = (4; 0; 2),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (6;−1; 0; 5), −→a2 = (2; 4;−1; 3), −→a3 = (9;−1; 3; 4).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1; 0; 6; 1), −→a2 = (−4; 3; 2; 5).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
−2x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
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оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (1;−1; 2; 4), −→a2 = (1;−3; 4; 3), −→a3 = (5; 7; 2; 1), −→x = (3; 0; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти розклад вектора −→a = (−1; 1;−4)
за векторами −→e1 = (3; 2;−3), −→e2 = (1;−3; 2),−→e3 = (−1;−3; 2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21+13x22+12x23+6x24−4x1x2+4x1x3+2x1x4 − 26x2x3 + 14x2x4 − 12x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 13x22 + 17x23 + 4x1x2 + 6x1x3 − 6x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 − 4x23 − 2x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 3x5 − 18x4 + 38x3 − 36x2 + 24x− 16.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 24x4 + 46x3 + 71x2 + 19x− 10.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 7x2 + 64.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 − 3x4 − 5x+ 10

(x− 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
4x3 − 4x2 + 7x− 69

(x2 + 2x+ 5)(x− 2)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x)=x4 − x3 + 6x2 − 3x+ 9, g(x)= x5 − x3 + 3x2 − 12x+ 9.
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2.9. Варiант 9.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 6−2i

1+i
+ (3 + i)3 − 4i9.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 3− 3i

√
3,

n = 41.

3) Знайти всi значення 4
√
−3 + i

√
3 та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 5− 2i| ≤ 4, |z − 2 + 2i| ≤ 5.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 5z2 + 9 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 5 0 −2
1 −1 2
3 5 0

;

B =

 −4 1 3
0 7 1
−2 5 −1

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 4 ·X − 2 ·
(

5 7
3 1

)
=

(
2 −6
−2 10

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 3x4 − x3 − 3x2 + 4x− 1, A =

(
2 3
1 −2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвняння
(
3 6
4 8

)
·X =

(
12 −21
16 −28

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 4 3 2
−4 0 5 0
3 5 −2 3
2 1 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x+ 3 x− 1
4 x

∣∣∣∣ < 7.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

4 0 3
4 5 −2
1 1 4

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−1 0
3 4

)
·X ·

(
1 −2
2 1

)
=

(
5 3
1 2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


2 −5 2 1
3 −4 1 −2
2 0 −4 0
0 −2 5 −3

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 −2 −1 1
0 1 2 −3
1 0 3 −5
3 −4 1 −3
5 −4 7 −13

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


1 0 3 3
2 −3 0 1
0 1 7 1
6 −6 10 7
3 −4 0 2

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 3x2 + 4x3 = 6,

x1 + 2x2 + x3 = 7,

5x1 + x2 + x3 = 7.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 + 3x2 + x3 + x4 − x5 = 6,

x1 − x2 − x3 − 2x4 + x5 = −3,
−x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 = 6,

3x1 − x2 − 3x3 + x4 − x5 = 2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


3x1 + 2x2 + x4 + 2x5 = 0,

x1 + 2x3 + x4 − 2x5 = 0,

2x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 − 4x3 − x4 + 6x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина многочленiв третього степе-
ня. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визначаються
звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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A =

(
9 −7
1 1

)
, B =

(
4 −3
6 4

)
, C =

(
2 1
1 2

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (−1; 2; 3), −→a2 = (1; 2;−3),
−→a3 = (5;−6; 0), −→a4 = (1;−4; 5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f ′(1) = f(1).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
0 1
3 8

)
, x2 =

(
5 4
2 7

)
, x3 =

(
4 3
1 −4

)
,

x4 =

(
2 2
5 6

)
, x5 =

(
7 6
7 13

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (−1;−1;−1),
−→
f1 = −−→e1 + 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 + 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 2, 2, 2),−→a2 = (1,−1, 2,−2),−→a3 = (3, 3, 6, 2),
−→
b1 = (1,−7, 2,−10),

−→
b2 = (2, 1, 1,−1),

−→
b3 = (2, 4, 1, 3).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 3. Для

довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

f ′(x)g(x)dx+
1∫
0

f(x)g′(x)dx.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (2; 1; 2),

−→
f2 = (−1;−3; 1),

−→
f3 = (2;−1; 2),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (−4; 2; 1; 1), −→a2 = (3;−3; 3; 1), −→a3 = (0; 0; 1;−7).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (−2;−1; 3; 1).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

7x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 0,
6x1 + x2 + 3x3 − 3x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (4; 2;−1; 3), −→a2 = (0;−1; 0; 3), −→a3 = (5; 0; 1; 2), −→x = (2; 3; 1; 5).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :


x = 1− 4t,

y = 2 + 2t,

z = −2 + t

та l2 :


x = 1 + 3t,

y = 2t,

z = −2 + 3t

t ∈ R.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21+5x22+17x23+6x24+4x1x2+12x1x3+4x1x4 − 2x2x3 + 10x2x4 − 10x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 18x22 + 39x23 + 6x1x2 + 4x1x3 − 24x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 10x23 − 2x1x2 + 6x1x3 − 10x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 2 для мно-
гочлена f(x) = 2x5 − 12x4 + 25x3 − 22x2 + 12x− 8.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4−7x3+5x2−20x+12.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 16x2 + 100.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
−2x5 + x3 + x2 + 3x− 6

(x+ 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
2x3 + 7x2 + 2x+ 37

(x2 + x+ 10)(x+ 1)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + x4 + 2x3 + 4x2 + 4, g(x) = x4 + x3 + 7x2 + 2x+ 10.
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2.10. Варiант 10.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 2+8i

i−1 + (2 + 2i)4 − 3i15.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −4 + 4i,
n = 33.

3) Знайти всi значення 5
√
3− i

√
3 та зобразити всi цi значення на комплекс-

нiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 4 + i| > 2, −1 ≤ Rez, −4 ≤ Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 5z2 + 16 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 8 0 −2
1 −3 7
0 −2 −4

;

B =

 −3 1 −7
1 3 −8
0 1 −4

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 4 ·X − 3 ·
(

1 5
2 −1

)
=

(
1 −3
2 1

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x4 − x3 − 3x− 3, A =

(
1 −3
−1 5

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти вiдповiдь на
питання: За якої умови на A та B має мiсце (AB)T = ATBT ?

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 2 −3
2 0 4 0
0 −3 −1 3
−7 3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x+ 3 x− 1
4 2x

∣∣∣∣ ≤ 16.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

2 5 7
6 3 0
5 −2 −3

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−3 −5
2 3

)
·X ·

(
1 2
−3 −3

)
=

(
0 −7
2 3

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 1 0 2
2 3 −2 3
1 0 2 1
3 2 1 −1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


−1 1 3 0 2
1 −1 −2 1 2
3 −2 0 1 3
4 −3 −2 2 5

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


5 2 −5 3
2 −1 −3 7
1 −1 2 3
−8 0 6 13

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


x1 + 2x2 − x3 = 11,

2x1 − x2 − 3x3 = 4,

7x1 − 2x2 + x3 = −3.
2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь

x1 + x2 + 3x3 + x5 = 6,

x1 − 2x2 + x3 − x4 + 3x5 = −2,
6x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 4,

2x1 − x2 + x3 − x4 − 2x5 = 5.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + 3x2 + 2x4 + x5 = 0,

2x1 − 3x3 + x4 = 0,

3x1 + 3x2 − 3x3 + 3x4 + x5 = 0,

6x2 + 3x3 + 3x4 + 2x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина неперервно диференцiйов-
них на R функцiй, для яких f ′(0) = −1. Операцiї додавання елементiв та
множення на скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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f1(x) = x3 − x+ 1, f2(x) = 5x2 − 4x+ 3, f3(x) = x3.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (2; 3; 7;−8), −→a2 = (0; 0; 1;−1),
−→a3 = (1;−1; 0; 0), −→a4 = (−3;−2;−8; 9).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору симетричних матриць
порядку 2.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (2; 1; 5; 7), −→a2 = (6; 4; 3; 1), −→a3 = (−5; 2; 6; 8),
−→a4 = (3; 7; 4; 2), −→a5 = (5;−3; 14; 20).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (−1;−1; 1),
−→
f1 = 3−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e1 −−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−2,−1,−1),−→a2 = (3, 0, 1, 1),−→a3 = (5,−4,−1,−1),
−→
b1 = (1, 4, 3, 3),

−→
b2 = (1, 2, 1,−1),

−→
b3 = (4,−6,−2, 0).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = 2x1y2 + 2x2y1.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (3;−2i),

−→
f2 = (1 + i; 2− i),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (1;−4; 2; 8), −→a2 = (2; 0; 3; 0), −→a3 = (4; 1; 6;−5).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (3; 2;−1; 4), −→a2 = (5; 2; 1; 1), −→a3 = (0;−1; 1; 3).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

5x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 0,
9x1 + 4x2 + x3 − 3x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 2; 1; 1), −→a2 = (−1; 1; 0; 4), −→a3 = (3; 1; 2; 4), −→x = (0; 1; 2; 3).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти площу паралелограма, побудова-
ного на векторах −→e1 = (3;−2; 1), −→e2 = (1; 3; 2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21+8x22+18x23+56x24+4x1x2+2x1x3 − 6x1x4 − 12x2x3 + 12x2x4 − 58x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−4x21 + 24x23 − 8x1x2 − 8x1x3 − 32x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми 4x21 + 73x22 + 182x23 − 32x1x2 + 48x1x3 − 228x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −2 для
многочлена f(x) = 2x5 + 12x4 + 27x3 + 34x2 + 36x+ 24.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4+5x3+6x2+10x−12.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x4 − 2x2 − 3.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 − 3x4 + x3 − 3x2 − 5

(x+ 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 − 12x2 − 16x+ 8

(x2 + x+ 2)(x+ 2)(x− 2)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + 4x3 + x2 + 4x+ 2, g(x) = x4 + x3 + 2x− 4.
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2.11. Варiант 11.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 4+10i

i−1 + (3 + 2i)3 + i17.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 6− 2i

√
3,

n = 25.

3) Знайти всi значення 6
√

2
√
3− 6i та зобразити всi цi значення на комплекс-

нiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 4− i| ≤ 2, 3 ≤ Rez, 0 ≤ Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 3z2 + 9 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 2 3 −1
4 1 −2
5 0 2

;

B =

 0 −1 3
2 3 −3
−4 0 −2

; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·X + 5 ·
(

3 2
−1 4

)
=

(
−1 2
7 −2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = −4x4 + x2 − 5x+ 3, A =

(
−3 2
7 1

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти усi матрицi X,

що задовольняють рiвнянню X ·
(
2 5
4 10

)
=

(
4 10
18 45

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 −3 4 2
1 2 0 1
2 −1 0 2
1 4 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x− 1 9
x x+ 3

∣∣∣∣ > −3.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

6 3 0
2 5 4
1 −3 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
2 −3
3 −4

)
·X ·

(
1 −2
−3 1

)
=

(
2 −3
−1 −2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 0 3 4
2 −3 0 1
0 1 9 5
3 −4 0 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


0 0 1 0 2
1 0 2 −1 1
1 2 −3 5 0
3 2 1 3 2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 1 2 −1 1
1 3 0 −1 1
4 7 2 −3 3
0 5 −2 −1 1

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


x1 − 3x2 + 2x3 = −15,
2x1 + 5x2 − x3 = 24,

5x1 − 2x2 + x3 = −5.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 + 3x2 − x3 + x4 + x5 = 10,

−x1 − x2 + 4x3 + 2x4 + x5 = 3,

x1 + x2 + x3 − x4 + 2x5 = −4,
3x1 + x2 − x3 − x4 + x5 = 1.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 − 2x3 − 3x4 − 4x5 = 0,

x1 + x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0,

x1 − 3x2 + x3 − x4 + 2x5 = 0,

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина матриць, що комутують з

матрицею A =

(
2 −1
0 5

)
. Операцiї додавання елементiв та множення на

скаляр визначаються звичайним чином.
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2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
−→a1 = (1; 0; 1; 1), −→a2 = (2; 0; 1;−2), −→a3 = (1; 0; 2; 5).

3) Знайти всi базисi системи векторiв:−→a1 = (4;−2; 7; 6; 1), −→a2 = (2; 0;−3; 2; 1),
−→a3 = (2;−6; 23; 6;−1).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f(0) = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = 5x3 + 5x2 + x+ 3, f2(x) = 4x3 + 2x2 + x,
f3(x) = −x3 + 6x2 + 2x+ 3, f4(x) = 4x3 + 7x2 + 5x+ 2,
f5(x) = 25x3 + 12x2 + 5x+ 5.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1; 2; 1),
−→
f1 = −→e1 − 3−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 +−→e2 −−→e3 ,

−→
f3 = 2−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−2, 3, 1),−→a2 = (1, 3,−1,−1),−→a3 = (1,−7, 7, 3),
−→
b1 = (6,−2, 10, 2),

−→
b2 = (1, 2, 1,−1),

−→
b3 = (2, 2, 0, 0).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = |−→x |2 + |−→y |2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (2; 1; 0),

−→
f2 = (i; 0; 2i),

−→
f3 = (−1 + i; 2; 0),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (0;−2; 1; 0), −→a2 = (3; 0; 5; 2), −→a3 = (1;−6; 4; 0).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (3; 1; 5; 8), −→a2 = (2; 4; 0; 2).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
5x1 − 3x2 + 7x3 − 4x4 = 0.
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6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (4; 1; 2; 1), −→a2 = (0;−1; 1; 2), −→a3 = (−1; 0; 3; 5), −→x = (1; 1; 1; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм паралелепiпеда, побудовано-
го на векторах −→e1 = (5; 0;−3), −→e2 = (2; 4; 1),−→e3 = (0; 1;−1).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21+2x22+9x23+18x24−2x1x2−2x1x3 + 4x1x4 − 2x2x3 + 2x2x4 − 24x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 7x22 − x23 + 16x1x2 + 24x1x3 + 84x2x3;

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми 4x21 + 37x22 + 20x23 − 24x1x2 − 16x1x3 + 50x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −2 для
многочлена f(x) = 3x5 + 18x4 + 38x3 + 36x2 + 24x+ 16.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4−5x3+12x2−15x−18.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x4 + 4x2 − 5.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x4 − x4 + 3x3 − 12

(x− 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
2x3 − 29x2 + 6x+ 41

(4x2 + 1)(x− 3)(x− 5)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + 2x4 + 2x3 + 7x2 + 6, g(x) = x4 − 3x3 + 4x2 − 6x+ 4.
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2.12. Варiант 12.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 2−12i

i−1 −
2+3i
i15

.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 7i, n = 35.

3) Знайти всi значення 6
√
−i
√
3− 1 та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 4 + i| > 3, −π/2 ≤ arg(z + 4− i) ≤ 2π/3.

5) Розв’язати рiвняння z4 + z2 + 16 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 2 3 −2
0 −4 3
−1 2 3

;

B =

 1 4 −5
3 1 −3
2 0 −6

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння X − 3 ·
(

1 −2
0 −1

)
=

(
9 −1
2 4

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 7x3 + 2x2 − 3x− 2, A =

(
2 3
4 −1

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, довести, що
trAB = trBA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 0
3 4 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x+ 5 x
2 x− 1

∣∣∣∣ ≥ −2.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

4 −5 2
0 4 1
1 −1 3

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−7 1
2 0

)
·X ·

(
3 2
−1 1

)
=

(
1 2
3 −1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 3 0 4
3 2 1 3
0 −2 2 1
2 4 0 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


6 7 1 9 2
1 0 2 0 1
2 3 −2 4 −2
3 4 1 5 3

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 −1 3 −1
1 −2 1 −2
2 1 −2 2
5 −2 2 −1
−3 1 1 0

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 3x2 − x3 = 16,

3x1 − 5x2 − 5x3 = −7,
−5x1 + 2x2 + 3x3 = −3.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 − x5 = 2,

5x1 + x2 + x3 + 4x4 + x5 = 1,

7x1 + 5x2 − 3x3 + 12x4 = 16,

2x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 6.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x2 + x3 − x4 − x5 = 0,

x1 + x3 − x4 + x5 = 0,

x1 + x2 + 2x4 + 3x5 = 0,

x1 + 3x2 + x3 + x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина многочленiв степеня, що
не перевищує два. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр
визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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f1(x) =
3

sin2 x
, f2(x) = ctg2 x, f3(x) = 5, x ∈ (0; π).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (5;−2; 3;−2), −→a2 = (−1; 3; 6; 4),
−→a3 = (4; 1; 9; 2), −→a4 = (3; 4; 15; 6).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
0 1
1 0

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
7 3
2 −1

)
, x2 =

(
4 0
5 8

)
, x3 =

(
6 1
4 3

)
,

x4 =

(
2 1
−1 4

)
, x5 =

(
20 11
−6 1

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1; 3; 0),
−→
f1 = 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 +−→e2 −−→e3 ,

−→
f3 = 2−→e1 +−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (−1,−1,−1, 2),−→a2 = (2, 1,−1, 1),−→a3 = (0,−1,−3, 5),
−→
b1 = (5, 3,−1, 4),

−→
b2 = (1, 2,−1, 1),

−→
b3 = (3, 4,−4, 5).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2. Для

довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) = f(0)g(0).

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (0; 0;−3),

−→
f2 = (5; 0;−1),

−→
f3 = (2; 0; 1),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (2;−3; 1; 1), −→a2 = (−5; 2; 3; 1), −→a3 = (1;−1; 2; 5).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1; 1; 0; 2).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

2x1 − x2 + 5x3 − 2x4 = 0,
4x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 0,
2x1 + x2 + 5x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 3; 0; 2), −→a2 = (2; 5; 1; 3), −→a3 = (3; 6; 1;−4), −→x = (6;−2; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :
x− 1

3
=
y − 2

0
=
z + 2

1
та l2 :

x+ 2

1
=
y + 1

3
=
z − 3

−1
.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21 + 5x22 + 24x23 + 20x24 + 8x1x2 + 16x1x3 + 24x1x4 + 10x2x3 + 26x2x4+

+44x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 17x22 + 43x23 + 16x1x2 − 24x1x3 − 54x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −4x21 − 20x22 − 38x23 + 16x1x2 + 24x1x3 − 52x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −2 для
многочлена f(x) = 3x5 + 18x4 + 34x3 + 12x2 − 24x− 16.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 6x4 + 19x3 + 37x2 + 45x+ 18.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 − 81.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 − x4 − x2 − 5x+ 3

(x− 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
4x3 − 5x2 + 23x− 6

(x2 + 2x+ 5)(x− 2)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 − x3 + 4x2 − x+ 3, g(x) = 3x5 + 4x3 − x2 + x− 1.
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2.13. Варiант 13.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 4−2i

i+1
+ 2− i3 + i19.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 3 + 3i,
n = 38.

3) Знайти всi значення 6
√
−4i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 2− i| ≤ 4, 3 ≤ |z − 3 + i|.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 6z2 + 25 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 4 0 1
1 2 −3
−7 1 5

;

B =

 2 1 −3
0 3 −4
2 −2 0

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·X + 3 ·
(

5 −2
4 1

)
=

(
3 8
−2 5

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x4 + 3x3 + 2x− 3, A =

(
1 2
−3 1

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
6 −3
5 2

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 3 −2
1 −1 4 0
2 0 3 1
4 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x− 3 x+ 1
4 3

∣∣∣∣ < x2 − 16.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 2 1 4
−1 2 1
0 −1 −5

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−1 4
2 −9

)
·X ·

(
4 1
3 −1

)
=

(
2 −2
−3 1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


2 3 0 −2
5 0 −2 3
−1 2 1 4
1 1 0 1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


2 3 1 2
1 1 −3 0
0 1 7 2
3 4 0 −2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


0 1 2 −2 1
1 1 0 3 1
2 3 2 4 3
5 7 4 11 7

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом

 x1 − 3x2 + 2x3 = 10,
2x1 + 5x2 − x3 = −1,
2x1 − 2x2 + 9x3 = −10.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 + x2 + x3 − x4 − 3x5 = 2,

3x1 + 3x2 − x3 + x4 + x5 = 0,

−3x1 + x2 + x3 + 3x4 + x5 = −3,
2x1 + 4x2 + x3 + 8x4 = 3.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + 2x2 + x4 + 3x5 = 0,

2x1 + 4x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

5x1 + 10x2 − 2x3 + 6x4 + 9x5 = 0,

3x1 + 6x2 − 4x3 + 5x4 − 3x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина неперервно диференцiйов-
них на R функцiй, для яких f ′(0) = 0. Операцiї додавання елементiв та
множення на скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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A =

(
4 2
0 0

)
, B =

(
−0 1
6 2

)
, C =

(
2 2
1 3

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (−7; 1; 3; 6), −→a2 = (−2; 13; 4;−5),
−→a3 = (1; 4;−3; 8), −→a4 = (2; 2;−2; 1).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f ′(1) = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (0; 1; 1; 5), −→a2 = (2; 8; 3; 4), −→a3 = (7;−6; 5; 2),
−→a4 = (1; 4; 3; 7), −→a5 = (−2; 28; 6; 23).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1; 0; 0),
−→
f1 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −−→e1 −−→e2 −−→e3 ,

−→
f3 = −→e1 −−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 2, 3, 1),−→a2 = (−1, 2,−1,−1),−→a3 = (1, 6, 5, 1),
−→
b1 = (0, 8, 4, 0),

−→
b2 = (−1, 2, 2, 1),

−→
b3 = (−2, 8, 6, 2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = det(f · g).

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (2; 1− i),

−→
f2 = (0; 5i),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (4; 0; 1;−3), −→a2 = (4; 3; 2; 1), −→a3 = (−2; 1; 5; 1).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1; 3; 2; 0), −→a2 = (4; 5; 1; 8), −→a3 = (6; 3; 0;−2).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

2x1 − 3x2 + 2x3 − 3x4 = 0,
x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (3;−1; 1; 1), −→a2 = (2; 1; 4; 5), −→a3 = (0; 0; 1; 2), −→x = (5; 3; 5;−1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм тетраедра, побудованого на
векторах −→e1 = (2; 1; 0), −→e2 = (−2; 3; 4), −→e3 = (2; 1;−3).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21 − 16x23 − 4x1x2 + 2x1x3 + 6x1x4 + 12x2x3 − 20x2x4 + 24x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 101x22 + 8x23 + 40x1x2 + 8x1x3 + 34x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 − 3x22 − 8x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 14x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −2 для
многочлена f(x) = 2x5 + 12x4 + 21x3 − 2x2 − 36x− 24.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 8x4+22x3+25x2+17x+3.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 − 125.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 + 4x3 + 6x2 − 10

(x+ 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
2x3 − 4x2 − 17x− 52

(x2 + 2x+ 2)(x− 3)(x+ 2)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + 6x− 3, g(x) = x5 + 4x3 − x2 + 3x− 3.
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2.14. Варiант 14.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 2−6i

1+i
+ (2 + i)4 − i23.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −4i,
n = 28.

3) Знайти всi значення 5
√
−3 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 1− 2i| ≤ 6, −4 ≤ Rez ≤ 3, −1 < Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 2z2 + 49 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 0 1 −2
3 5 7
−1 0 −4

;

B =

 2 −3 5
2 7 0
8 −2 1

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 5 ·X − 2 ·
(

3 1
2 −1

)
=

(
−1 8
6 7

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 3x4 + x3 − x+ 1, A =

(
−1 3
2 −4

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, навести приклад мат-
рицi порядку 2, яка вiдмiнна вiд E i O i задовольняє умову AAT = E.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 2
2 3 −2 3
1 0 2 1
3 2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x− 1 2x
x+ 2 x+ 3

∣∣∣∣ ≤ −3.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

−1 0 2
4 3 9
−2 −6 1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−7 1
−1 0

)
·X ·

(
3 4
−2 −1

)
=

(
1 −3
2 3

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


4 2 −2 3
2 1 0 3
3 1 0 5
0 2 4 −2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


−1 0 2 2
−1 −4 1 2
0 1 2 −1
2 4 −3 −4

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


7 1 4 2
−2 3 −2 3
−6 2 −6 1
0 8 4 10

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


−2x1 + x2 + 3x3 = 13,

3x1 + 2x2 + 4x3 = −4,
2x1 + x2 + 5x3 = −1.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 + 2x2 − x3 + x4 + x5 = 10,

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 16,

x1 + 3x2 + 4x3 − x4 + x5 = −4,
x1 + x2 + x3 + x4 + 3x5 = 6.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x2 + x3 + 2x5 = 0,

−2x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 0,

−2x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 = 0,

2x1 + x3 − 3x4 + 5x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина непарних функцiй. Операцiї
додавання елементiв та множення на скаляр визначаються звичайним
чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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f1(x) = 4x2 − 2x+ 8, f2(x) = x2 + 1, f3(x) = x2 − 2x+ 5.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (−3; 1; 1; 1), −→a2 = (6;−1; 0; 1),
−→a3 = (3; 0; 1; 2).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f(1) = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = x3 + 4x2 + 3x+ 2, f2(x) = 2x3 − x2 + 5x,
f3(x) = 6x3 + 4x2 + 3x+ 5, f4(x) = −8x3 + 2x2 + x+ 9,
f5(x) = 25x3 + 3x2 + 9x− 11.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 2; 0),
−→
f1 = 2−→e1 −−→e2 ,

−→
f2 = −→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 −−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (0, 2, 1,−1),−→a2 = (1,−1, 3, 1),−→a3 = (2, 0, 7, 1),
−→
b1 = (−1, 3,−2,−2),

−→
b2 = (1, 2,−1,−1),

−→
b3 = (2, 5, 4,−2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = 1

2
|−→x ||−→y | cos 2α,

де α – кут мiж векторами.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (4; 0; 5),

−→
f2 = (2; 2; i),

−→
f3 = (1; 0; 2),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (7;−2; 1; 4), −→a2 = (1; 1;−1;−1), −→a3 = (3;−2; 3; 1).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1;−5; 3; 7), −→a2 = (2; 5; 2; 4).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
3x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 0.
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6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (5; 2; 2; 2), −→a2 = (3; 1; 2; 0), −→a3 = (1; 0; 1; 0), −→x = (6; 4; 1; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти розклад вектора −→a = (10;−3; 1) за
векторами −→e1 = (2;−3; 1), −→e2 = (2; 4;−2),−→e3 = (3; 5;−2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
9x21 + 35x22 + 9x23 + 84x24 + 36x1x2 + 18x1x3 + 54x1x4 + 38x2x3 + 104x2x4+

+54x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−x21 + 3x22 + 25x23 − 2x1x2 − 4x1x3 − 28x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 − 8x22 − 9x23 − 2x1x2 − 2x1x3 + 20x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 1 для мно-
гочлена f(x) = 5x5 − 10x4 + 7x3 − x2 − 4x+ 3.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 8x4+18x3+15x2+7x−3.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x4 − 6x2 + 225.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 − x4 − x3 + x+ 1

(x− 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
7x3 + 2x2 + 161x− 4

(x2 + 16)(x− 4)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = 2x5 + x3 + 2x2 + 1, g(x) = x5 − 4x3 + x2 − 4.
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2.15. Варiант 15.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 15−5i

2i−1 − (3 + i)3 − 2i7.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа
z = 2i

√
3− 2, n = 32.

3) Знайти всi значення 4
√√

2− i
√
2 та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 3− i| > 3, Imz ≥ −1.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 2z2 + 81 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 3 5 0
0 7 2
−1 −2 3

;

B =

 4 −3 −2
2 3 5
0 3 −1

; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·X + 2 ·
(

8 −3
1 7

)
=

(
1 3
−1 2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x4 − x3 − 2x2 + 5, A =

(
2 −1
1 5

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти усi матрицi X,

що задовольняють рiвняння X ·
(
4 8
2 4

)
=

(
28 56
4 8

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 2 1
3 −4 1 −2
2 0 −4 0
0 −2 5 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣3x− 2 4x
2 x+ 1

∣∣∣∣ > −6.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 5 2 1
−1 3 0
2 −1 −4

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−2 2
−3 4

)
·X ·

(
−3 0
1 3

)
=

(
1 −5
0 2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 1 0 2
2 3 −2 4
3 2 1 3
1 0 2 1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 −2 3 2
0 −1 3 1
2 −5 9 5
−3 8 −15 −8

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


1 2 1 3 −1
1 2 −3 4 1
3 6 −1 10 −1
−1 −2 −5 −2 3

 .

Системи лiнiйних рiвнянь
1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 2x2 + 5x3 = −5,
−3x1 − x2 + 2x3 = 13,

x1 + 2x2 + x3 = −6.
2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь

2x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = 2,

3x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + x5 = 2,

8x1 + x2 − 3x3 + x4 + x5 = 0,

3x1 − 7x2 + x3 − x4 + x5 = 2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 + x2 − 2x3 − x4 − 2x5 = 0,

x1 − 2x2 + x3 − 2x4 + x5 = 0,

x1 + x2 + 2x3 + x4 − 2x5 = 0,

2x1 + 2x3 − 3x4 − x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина парних функцiй. Операцiї
додавання елементiв та множення на скаляр визначаються звичайним
чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) =

e2x

x
, f2(x) = (1 + x)e2x, f3(x) = e2x, x ∈ (0;+∞).
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3) Знайти всi базисi системи векторiв:−→a1 = (9; 6; 0;−3; 0), −→a2 = (2;−1; 4; 3; 5),
−→a3 = (0; 1; 1; 1; 1), −→a4 = (2; 0; 5; 4; 4).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору розв’язкiв рiвняння
2x− 3y + z = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
1 2
1 3

)
, x2 =

(
4 5
1 7

)
, x3 =

(
0 −3
4 6

)
,

x4 =

(
2 8
1 −4

)
, x5 =

(
7 6
15 24

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1;−1; 0),
−→
f1 = 2−→e2 −−→e3 ,

−→
f2 = 3−→e1 +−→e2 ,

−→
f3 = −→e1 +−→e2 −−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1,−3, 1),−→a2 = (2, 1, 1, 1),−→a3 = (4,−1,−5, 3),
−→
b1 = (5, 1,−1, 3),

−→
b2 = (−2, 0, 2, 1),

−→
b3 = (−2,−3,−5, 2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2. Для

довiльних f = a1x
2 + b1x+ c1 та g = a2x

2 + b2x+ c2 визначимо
(f, g) = a1a2 + b1b2 + c1c2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (4;−1; 0),

−→
f2 = (1; 5; 1),

−→
f3 = (2; 0;−1),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (6; 1; 1;−2), −→a2 = (−2; 3; 4;−1), −→a3 = (1;−4; 2; 1).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (3; 1; 2;−1).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
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5x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 0,
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0,
3x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (1; 3; 0; 5), −→a2 = (1;−2; 1; 4), −→a3 = (2; 1; 2; 1), −→x = (4; 4; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :


x = 3t,

y = 1− 2t,

z = 3 + t

та l2 :


x = 2− t,
y = 2 + 3t,

z = 1− 2t

t ∈ R.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21 + 8x22 + 14x23 + 27x24 − 8x1x2 + 12x1x3 − 4x1x4 − 20x2x3 − 12x2x4+

+12x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 − 5x22 − 78x23 − 8x1x2 − 8x1x3 − 46x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 2x22 − 9x23 + 2x1x2 + 4x1x3 − 6x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 1 для мно-
гочлена f(x) = −3x5 + 9x4 − 8x3 + 3x− 1.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 8x4+6x3−7x2−26x−6.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 − 3x2 + 121.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + 2x4 + x3 − 2x+ 1

(x+ 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на
елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:

5x3 − 13x2 + 19x− 10

(x2 + 4)(x− 3)(x− 2)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 − x3 + 3x2 − 2x+ 2, g(x) = 2x4 + 4x3 + 3x2 + 8x− 2.
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2.16. Варiант 16.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 5i−10

1+2i
+ (2i− 3)4 − 3i11.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 2− 2i,
n = 19.

3) Знайти всi значення 6
√
4− 4i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 2− i| ≥ 3, −4 ≤ Rez ≤ −1.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 6z2 + 100 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 1 −6 4
3 −2 5
2 1 4

;

B =

 0 3 2
1 5 0
−1 2 1

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 5 ·X − 2 ·
(

11 −2
7 4

)
=

(
3 −1
6 2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x3 + 3x2 − 4x− 2, A =

(
3 −4
1 2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
0 1
−1 5

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 4
2 −3 0 1
0 1 9 5
3 −4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x2 + 1 x+ 2
1− x −2

∣∣∣∣ < −4.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

10 5 1
−3 0 2
−1 −6 1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

3 −2
−3 1

)
·X ·

(
4 2
−1 −3

)
=

(
0 −2
4 1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 1 0 2
1 0 2 1
2 3 −2 3
3 2 1 3

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


0 1 2 −2 1
1 1 0 3 1
2 3 0 −1 5
1 1 −2 −2 3

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


2 1 3 1
1 1 4 4
0 2 −2 1
2 4 6 9

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


3x1 + 4x2 + 2x3 = −3,
−2x1 + 3x2 + 2x3 = −2,

−2x2 + 2x3 = −6.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
3x1 + x2 + x3 − 3x4 + x5 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 − x5 = 3,

2x1 − x2 − 2x3 + x4 − 3x5 = 2,

4x1 − x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 0.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 − x3 + x4 + 3x5 = 0,

x2 − 2x3 + x4 + x5 = 0,

x1 + 2x3 − x4 − 4x5 = 0,

x1 + x2 + x3 + 5x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина монотонно зростаючих на
iнтервалi (a; b) функцiй. Операцiї додавання елементiв та множення на
скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
−→a1 = (3;−1; 0; 2), −→a2 = (1; 1; 1;−1), −→a3 = (1; 0; 0;−6).
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3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (1; 4; 3; 6), −→a2 = (−5; 2;−3; 0),
−→a3 = (2; 1; 2; 7), −→a4 = (0; 2; 1; 5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
2 4
4 8

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (1;−5; 3; 7), −→a2 = (2; 5; 2; 4), −→a3 = (6; 5; 1; 8),
−→a4 = (3; 9; 4;−6), −→a5 = (−11; 16; 6;−63).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 0; 3),
−→
f1 = −→e1 −−→e2 ,

−→
f2 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e2 −−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (3, 1,−1, 2),−→a2 = (2,−1, 2, 1),−→a3 = (−1, 3,−5, 4),
−→
b1 = (3,−4, 7, 1),

−→
b2 = (1, 2, 1,−1),

−→
b3 = (2,−6,−2, 6).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = tr(f) · tr(g), де tr(f) – сума елементiв

головної дiагоналi.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (0; 1 + i),

−→
f2 = (2− i; 0),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (1; 1; 1; 1), −→a2 = (2; 0; 1; 1), −→a3 = (1;−1; 0; 0).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (3; 5; 1; 4), −→a2 = (−2; 2; 5; 0), −→a3 = (1; 1;−1; 7).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

5x1 − 3x2 + x3 − 4x4 = 0,
2x1 + 4x2 + x3 − 5x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (4; 0; 0;−3), −→a2 = (2; 1; 5; 2), −→a3 = (−1; 1; 3; 1), −→x = (5; 0; 5; 0).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти площу паралелограма, побудова-
ного на векторах −→e1 = (2; 3;−1), −→e2 = (1; 4; 2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21+3x22+12x23+35x24−8x1x2+8x1x3−8x1x4−6x2x3+6x2x4 − 42x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−x21 + 8x22 + 29x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 38x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми 4x21 + 5x22 + 33x23 − 8x1x2 − 16x1x3 + 8x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 1 для мно-
гочлена f(x) = −2x5 + 6x4 − 3x3 − 7x2 + 9x− 3.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 8x4+2x3+15x2−64x+15.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 + 125.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
3x5 + 4x2 − 3x− 2

(x+ 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
4x3 − 9x2 − 135

(x2 + 9)(x+ 3)(x− 3)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 8x− 4, g(x) = x5 + 4x3 − 3x2 − 12.
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2.17. Варiант 17.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 5i+20

1−2i − (3 + i)5 + 4i19.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −1− i,
n = 34.

3) Знайти всi значення 5
√√

3− i та зобразити всi цi значення на комплекснiй
площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 3− 2i| ≥ 1, Rez ≥ 2, −1 ≤ Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 9z2 + 64 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −5 0 −2
2 3 0
−1 −3 3

;

B =

 4 1 3
0 −1 2
9 −2 0

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·X − 2 ·
(

1 3
−1 2

)
=

(
1 −3
−1 2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 2x4 + x3 − 4x+ 1, A =

(
−2 3
7 1

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти вiдповiдь на
питання: За якої умови на матрицi A та B має мiсце рiвнiсть
(A+B)(A−B) = A2 −B2?

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −3 3 3
4 −1 6 8
0 2 −2 0
3 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x− x2 3x
−5 2

∣∣∣∣ ≥ 13x.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

0 −2 2
3 1 4
2 −3 5

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
7 4
2 1

)
·X ·

(
−5 0
3 −1

)
=

(
8 1
10 −2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


3 1 0 2
1 0 2 0
2 3 −2 4
3 4 1 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 0 3 3
2 −3 0 1
0 0 −5 1
0 1 7 1
3 −4 1 2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


0 1 2 3
4 5 6 7
5 7 8 11
1 1 0 1

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


−2x1 − 5x2 + x3 = 12,

2x1 + 4x2 + 3x3 = 6,

3x1 + x2 + x3 = 5.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 + x2 + x3 − 5x4 − x5 = 0,

x1 − x2 − 2x3 + x4 + x5 = 1,

3x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 12,

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 − 3x5 = 15.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


3x1 − 2x2 + 2x3 + x4 = 0,

−x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 0,

5x1 − x2 + 2x3 − 4x4 = 0,

6x1 + 3x2 + 3x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина симетричних матриць. Опе-
рацiї додавання елементiв та множення на скаляр визначаються звичай-
ним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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A =

(
9 10
−3 8

)
, B =

(
4 −13
7 −1

)
, C =

(
11 −6
0 −2

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв:−→a1 = (1; 12; 10;−1), −→a2 = (3;−2;−3; 2),
−→a3 = (1; 1;−4; 1), −→a4 = (5; 11; 3; 2).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f ′(0) = f(0).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = 3x3 + x2 + 5x+ 8, f2(x) = 2x3 + 4x2 + 2,
f3(x) = 7x3 +−6x2 + 4x+ 4, f4(x) = x3 + 5x2 + 3x− 1,
f5(x) = 16x3 + 5x2 + 17x+ 21.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 1;−1),
−→
f1 = 3−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 +−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1, 2,−2),−→a2 = (3, 1,−1,−1),−→a3 = (1, 3,−5, 3),
−→
b1 = (0,−4, 7,−5),

−→
b2 = (1, 1, 2, 1),

−→
b3 = (0, 0, 7, 1).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = max{|−→x |; |−→y |}.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (−1; 1; 8),

−→
f2 = (4i; 0; 5),

−→
f3 = (0; 0; 3i),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (0; 0; 1; 1), −→a2 = (1; 0; 1; 0), −→a3 = (4; 1; 7; 0).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1; 2; 1; 3), −→a2 = (4; 5; 1; 7).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
4x1 − 3x2 + 3x3 + x4 = 0.
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6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (1; 2; 1; 2), −→a2 = (2;−3; 4; 0), −→a3 = (3; 0; 1; 4), −→x = (1; 0; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм паралелепiпеда, побудовано-
го на векторах −→e1 = (4;−1; 2), −→e2 = (2; 1;−1),−→e3 = (3; 1; 4).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21+8x22+4x23+20x24−4x1x2+2x1x3+2x1x4−12x2x3 + 12x2x4 − 12x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−9x21 − 5x22 + 17x23 + 18x1x2 − 54x1x3 + 14x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми 4x21 + 17x22 + 54x23 − 16x1x2 − 24x1x3 + 40x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 1 для мно-
гочлена f(x) = 5x5 − 15x4 + 18x3 − 14x2 + 9x− 3.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4 − x3 + x2 − 5x+ 2.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 − 27.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
−x5 + 2x4 + 3x+ 2

(x− 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
7x3 + 14x2 − 20x− 61

(x2 + 4x+ 5)(x+ 2)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 − 2x3 + 2x2 + x− 2, g(x) = x4 + 2x3 − 2x− 1.
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2.18. Варiант 18.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 20−15i

2−i + (3i− 2)2 − 2i13.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −3− i

√
3,

n = 13.

3) Знайти всi значення 6
√
−
√
3− 3i та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
2 ≤ Rez, −2 ≤ Imz, −π/6 ≤ argz < π/4.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 20z2 + 64 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 0 2 −2
4 3 0
−1 −2 4

;

B =

 −1 3 7
0 1 2
0 −2 3

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·
(

4 1
3 −1

)
− 3 ·X =

(
2 −4
0 4

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо f(x) = 3x4−2x3+

3x2 + 4x− 1, A =

(
1 −2
−4 1

)
.

4) Вiдомо, що навiть для квадратних матриць AB не обов’язково дорiвнює
BA. Пояснити, чому квадратнi матрицi A та A3 комутують.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 3 −2
−2 2 0 3
1 0 2 −1
2 −1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣ x 4
x− 2 x+ 3

∣∣∣∣ ≤ 8− 7x.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

−1 1 −3
2 3 4
−1 6 0

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
6 3
4 1

)
·X ·

(
2 0
−1 1

)
=

(
2 3
−1 2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


2 −3 0 1
1 0 3 3
0 1 7 1
3 −4 0 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


2 −1 3 −1
1 −2 1 −2
2 1 −2 2
5 −2 2 −1
−3 1 1 0

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


−4 3 1 2
3 2 1 5
2 10 4 14
−14 2 0 −6

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


5x1 + x2 + x3 = 7,

3x1 − 3x2 − x3 = 5,

2x1 + 6x2 + 3x3 = 2.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
4x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 4,

3x1 − x2 − x3 + x4 + x5 = 1,

−x1 + x2 + x3 − x4 + 3x5 = −4,
−3x1 + 2x2 + x4 − x5 = 0.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + x2 + 2x4 − x5 = 0,

2x1 + 3x2 − 2x3 + x4 + 2x5 = 0,

1x1 + 5x2 − 2x3 + 5x4 = 0,

4x1 − 7x2 + 6x3 + x4 − 5x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина монотонно спадаючих на
iнтервалi (a; b) функцiй. Операцiї додавання елементiв та множення на
скаляр визначаються звичайним чином.
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2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = −x2 + 1, f2(x) = x2 + 7x− 1, f3(x) = 2x2 + 6x+ 8.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (5; 2; 0;−4), −→a2 = (3; 7; 0; 11),
−→a3 = (2; 9; 6;−8), −→a4 = (8; 9; 0;−4).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
4 −1
−8 2

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(

5 5
−1 6

)
, x2 =

(
2 3
4 0

)
, x3 =

(
−4 1
5 7

)
,

x4 =

(
2 2
8 1

)
, x5 =

(
−4 7
22 15

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (2; 0;−1),
−→
f1 = −→e2 − 2−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e1 −−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e1 +−→e2 −−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 2,−1,−2),−→a2 = (3, 1, 1,−1),−→a3 = (2,−1, 2, 1),
−→
b1 = (1,−3, 3, 3),

−→
b2 = (−1, 2, 1, 1),

−→
b3 = (4, 7, 0,−4).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2. Для

довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

f(x)g(x)dx+ f(0)g(0).

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори −→x =
(x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi до-
бутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на лiнiй-

ну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1;−1; 1),

−→
f2 = (2; 0; 1),

−→
f3 = (−1;−1; 2),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (6;−1; 0; 1), −→a2 = (2; 3; 4; 5), −→a3 = (1;−5; 2; 1).
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4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (4; 3; 1;−2).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

4x1 − 3x2 + x3 − 5x4 = 0,
3x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
8x1 + x2 − x3 − 6x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 3; 4;−1), −→a2 = (1; 1; 0; 3), −→a3 = (2; 1; 2; 0), −→x = (1; 2; 2; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :
x

4
=
y − 2

3
=
z + 3

1
та l2 :

x+ 2

1
=
y − 3

0
=
z − 1

2
.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми
1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-

мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
−x21 + 3x22 + x23 + 13x24 − 2x1x2 + 4x1x3 − 2x1x4 + 2x2x4 − 6x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−4x21 + 3x22 + 38x23 + 4x1x2 − 4x1x3 − 22x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми 4x21 + 5x22 + 7x23 − 8x1x2 − 8x1x3 + 6x2x3.

Многочлени
1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −1 для

многочлена f(x) = 3x5 + 9x4 + 4x3 − 12x2 − 15x− 5.
2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4+5x3+9x2− 4x− 4.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x4 − 25.
4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 − x4 + x3 + x2 + 3

(x− 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
4x3 + 11x2 + 18x+ 7

(x2 + 2x+ 2)(x− 1)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 − x4 + x3 + 2x2 − 2x+ 2, g(x) = x4 + 2x3 + 2x+ 4.
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2.19. Варiант 19.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 5−20i

2+i
− (2 + 2i)4 + i25.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −1 + i

√
3,

n = 27.

3) Знайти всi значення 5
√
−3− i

√
3 та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
− 3 ≤ Imz ≤ 2, −π/4 < arg(z + 1) ≤ π/3.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 7z2 + 64 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 4 2 −1
−7 2 0
5 −2 3

;

B =

 2 −3 4
0 1 −3
−1 3 0

; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння 5 ·
(

1 3
−1 5

)
+ 2 ·X =

(
7 5
−9 5

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x4 + x3 − x+ 6, A =

(
2 4
−1 −3

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвнянню X ·
(
2 5
6 15

)
=

(
−4 −10
18 45

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −2 1
−2 0 4 0
3 3 −2 5
4 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣ 6 9
2x− 3 x2 + 3

∣∣∣∣ < 69.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 3 −1 1
2 1 3
−4 0 −2

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−5 3
−1 2

)
·X ·

(
4 1
−1 1

)
=

(
0 −1
3 4

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 0 3 3
3 −4 1 2
0 1 7 1
2 −3 0 1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


3 3 1 2
2 4 −2 −3
8 10 0 1
3 3 1 2

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


x1 + 3x2 − 3x3 = 4,

7x1 + 3x2 − 3x3 = 10,

4x1 − x2 + 2x3 = 0.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
−2x1 + x2 + x3 + x4 − x5 = 12,

−x1 + x2 + 2x3 + 3x4 − x5 = −2,
3x1 + 2x2 − x3 + x4 − 3x5 = −3,

3x1 + x3 + 2x4 + x5 = 2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


3x1 + x2 + 2x4 − x5 = 0,

−2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,

4x1 + 3x2 + 3x3 + 6x4 − x5 = 0,

5x1 + 5x2 + 6x3 + 10x4 − x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина розв’язкiв рiвняння
x + y + z = 2. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр
визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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−→a1 = (4;−2; 8; 3), −→a2 = (1; 0; 1;−1), −→a3 = (1;−2; 5; 6).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (3;−1; 6; 4), −→a2 = (2; 1; 1; 2),
−→a3 = (0;−1; 1; 0), −→a4 = (6;−2; 12; 8).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору розв’язкiв рiвняння
x+ y + z = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (3; 7; 1; 4), −→a2 = (−5; 2; 6; 8), −→a3 = (0; 1; 5; 1),
−→a4 = (3; 3; 6; 2), −→a5 = (2; 17; 41; 35).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 2;−1),
−→
f1 = 3−→e1 +−→e2 ,

−→
f2 = −−→e1 +−→e2 −−→e3 ,

−→
f3 = 2−→e1 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1, 1, 1),−→a2 = (3, 2, 1,−1),−→a3 = (1, 4,−1,−3),
−→
b1 = (2, 3, 0,−2),

−→
b2 = (1, 1, 2, 1),

−→
b3 = (6, 1, 5, 2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = tr(f · g).

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (8− i; 0),

−→
f2 = (2;−3i),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (2;−2; 3; 6), −→a2 = (1; 0;−2; 1), −→a3 = (4; 2; 3;−3).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (5; 7; 6;−1), −→a2 = (4; 2; 0; 3), −→a3 = (6; 4; 2; 7).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

3x1 − 4x2 + 5x3 − x4 = 0,
4x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (5; 1; 2; 1), −→a2 = (3;−1; 2; 5), −→a3 = (6; 0; 1; 5), −→x = (1; 2; 5; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм тетраедра, побудованого на
векторах −→e1 = (0; 3;−2), −→e2 = (−2; 1; 1),−→e3 = (1; 2; 2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21+5x22+38x23 +6x24+4x1x2+4x1x3−8x1x4 − 22x2x3 + 4x2x4 − 30x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
3x21 + 28x22 + 20x23 − 18x1x2 + 12x1x3 − 42x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 5x22 − 17x23 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 4 для мно-
гочлена f(x) = −3x5 + 22x4 − 32x3 − 31x2 − 8x+ 16.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4+13x3+12x2−2x−4.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x6 + 1.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
−3x5 + 2x4 + x3 − x− 1

(x+ 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 + 10x2 − 10x+ 63

(x2 + 2x+ 10)(x− 3)(x+ 3)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + x4 + 2x3 − x2 − x− 2, g(x) = x4 + 2x3 + 5x2 + 4x+ 3.
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2.20. Варiант 20.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного п числа, модуль та аргумент цього комплексного числа
z = 35i+5

i−2 + (3− 3i)3 − i27.
2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент

комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −4− 4i

√
3,

n = 40.

3) Знайти всi значення 5
√
−3i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 4 + i| ≤ 3, −π/4 ≤ arg(z − 3) ≤ π/3.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 12z2 + 64 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 4 −6 −1
3 2 −1
−4 3 0

;

B =

 0 1 −3
3 −2 5
6 0 1

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·
(

7 −1
4 2

)
+ 3 ·X =

(
2 7
5 −2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 3x4 + 3x3 − 3x− 4, A =

(
−3 2
1 5

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, навести приклад ко-
мутуючих матриць порядку 3, що не є нульовими або одиничними мат-
рицями.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 2
2 −3 0 1
0 1 9 5
3 −4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣1− x 3x
2 2x− 1

∣∣∣∣ < −6.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 −1
3 1 2
2 −3 4

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

3 −2
−4 4

)
·X ·

(
1 1
5 2

)
=

(
3 −1
3 2

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


3 −4 1 −2
2 −5 2 1
2 0 −4 0
0 −2 5 −3

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 1 1 2 −1
0 2 −3 0 1
2 −1 2 −1 0
3 2 0 1 0

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


7 1 4 2
−2 3 −2 3
−9 2 −6 1
10 8 4 10

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 − x2 + 8x3 = −20,
−x1 + 3x2 − 4x3 = 5,

3x1 − x2 + 3x3 = −4.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 − x2 + 2x3 + 5x4 + x5 = 1,

x1 + 3x2 − 4x3 + x4 + x5 = 5,

−2x1 + x3 + x4 − 3x5 = 1,

3x1 + 4x2 − 2x3 + x4 + x5 = 0.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 + 3x2 − 4x3 + 2x5 = 0,

x1 + 3x3 + x4 − x5 = 0,

x1 − x2 − 2x4 − x5 = 0,

2x2 − x3 + x4 + x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина многочленiв степеня, що
не перевищує три. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр
визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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f1(x) = sin2 x, f2(x) = cos 2x, f3(x) = −2.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (−4; 12; 7), −→a2 = (2; 5;−7),
−→a3 = (1;−1; 5), −→a4 = (7; 6; 6).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору непарних функцiй, що є
многочленами не вище третього порядку.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = x3 + 6x+ 1, f2(x) = −4x3 + 3x2 + 2x+ 5,
f3(x) = x3 + 7x2 + 2x+ 8, f4(x) = 3x3 + 3x2 − x+ 6,
f5(x) = 6x3 + 34x2 + 27x+ 46.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1;−2; 1),
−→
f1 = 2−→e2 −−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 −−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (2, 2, 1, 2),−→a2 = (−1,−1, 1, 3),−→a3 = (5, 5, 4, 9),
−→
b1 = (3, 3, 0,−1),

−→
b2 = (2,−1,−1, 1),

−→
b3 = (2,−1, 2, 9).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) =

√
|−→x ||−→y |.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (−1; 1 + i;−1),

−→
f2 = (2; 0; i),

−→
f3 = (0; i; 2),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (1; 1; 3; 1), −→a2 = (2; 1; 1; 1), −→a3 = (3;−1; 0; 2).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (1; 4; 3; 2), −→a2 = (2;−1; 5; 0).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
4x1 − 2x2 + x3 − 3x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (3; 2; 0; 2), −→a2 = (4; 2; 5; 3), −→a3 = (3; 2; 3; 1), −→x = (4; 0; 1;−1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти розклад вектора −→a = (8; 13; 8) за
векторами −→e1 = (1;−2; 1), −→e2 = (2; 3; 4),−→e3 = (4; 0;−2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21 + 6x22 + 12x23 + 8x24 − 4x1x2 + 6x1x3 + 2x1x4 − 16x2x3.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
2x21 + 19x22 + 12x1x2 − 8x1x3 − 22x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 + 3x22 + 4x23 + 2x1x2 + 2x1x3 − 10x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −1 для
многочлена f(x) = 2x5 + 6x4 + 7x3 + 5x2 + 3x+ 1.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4+13x3+27x2+23x+6.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 81.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 + 3x4 − 4x2 + x− 5

(x− 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
8x2 − 20x+ 17

(x2 − x+ 1)(x− 2)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + 3x2 + 2x+ 3, g(x) = x5 + x4 − 2x3 − x2 − x+ 2.
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2.21. Варiант 21.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 10−30i

3i+1
+ (1 + i)6 + i99.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 7− 7i,
n = 31.

3) Знайти всi значення 5
√
−4 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 2− 2i| ≥ 3, 1 ≤ |z + 3 + 2i|.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 19z2 + 9 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 7 3 0
1 9 1
−2 1 3

;

B =

 −5 1 0
0 −2 4
−1 7 2

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння 4 ·
(

1 3
−2 7

)
− 3 ·X =

(
1 3
10 1

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 4x4 − 3x3 + 2x2 − 1, A =

(
1 2
1 −3

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
4 2
10 5

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 2
2 −3 0 1
0 1 7 1
3 −4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x− 2 x+ 1
3 x

∣∣∣∣ < 3.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

 3 1 0
−1 −7 3
2 3 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−4 −2
1 2

)
·X ·

(
3 1
1 −1

)
=

(
0 2
1 5

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


2 3 −2 3
1 1 0 2
1 0 2 1
3 2 1 −1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


2 1 3 1
−2 −1 3 1
−1 −2 5 2
4 2 1 0
1 −1 2 1

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


6 −2 2 3
2 4 −4 3
4 1 −1 3
2 −3 3 0

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 + 3x2 − 4x3 = 8,

3x1 + x2 + 3x3 = −8,
x1 + x2 + 6x3 = −19.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 + x2 + 5x3 + x4 + x5 = 2,

4x1 − 3x2 + 2x3 + 5x4 + 3x5 = 0,

3x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + 2x5 = −4,
2x1 + 7x2 − 2x3 + 3x4 + x5 = −14.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + x2 + 3x5 = 0,

x2 + x4 + x5 = 0,

x1 + 2x3 − x4 = 0,

x1 + x2 + x3 + x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина неперервно диференцiйов-
них на iнтервалi (a; b) функцiй. Операцiї додавання елементiв та множен-
ня на скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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A =

(
6 −4
1 −5

)
, B =

(
2 0
3 7

)
, C =

(
0 2
4 13

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (10;−3; 6;−8), −→a2 = (2; 8; 1;−7),
−→a3 = (4;−4; 3; 3), −→a4 = (−1; 6;−1;−5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору векторiв з R3, що орто-
гональнi до вектора −→a = (3;−2; 5).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
3 5
1 4

)
, x2 =

(
−2 2
5 0

)
, x3 =

(
1 1
−1 7

)
,

x4 =

(
4 3
2 1

)
, x5 =

(
3 −6
−8 14

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (2; 0; 2),
−→
f1 = −→e2 + 2−→e3 ,

−→
f2 = −→e1 +−→e2 ,

−→
f3 = −→e1 +−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 1,−1, 1),−→a2 = (2,−1, 3, 1),−→a3 = (1,−2, 4, 0),
−→
b1 = (4, 1, 1, 3),

−→
b2 = (1, 1,−2, 1),

−→
b3 = (5, 2,−1, 4).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 4 та

f(−1) = f(1) = 0. Для довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

f ′(x)g′(x)dx.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (0;−2; 1),

−→
f2 = (1; 0;−1),

−→
f3 = (2; 3; 0),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.
3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.

Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (−3; 2; 1; 0), −→a2 = (−1; 1; 1; 1), −→a3 = (2;−4; 3; 5).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (3; 2;−1;−1).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

2x1 − 2x2 + 2x3 − x4 = 0,
x1 − 3x2 + x3 − 2x4 = 0,
3x1 + 2x2 − x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (1; 2; 3; 1), −→a2 = (2; 0; 1; 2), −→a3 = (−2; 0; 1; 4), −→x = (7; 1; 3; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :


x = 1 + 3t,

y = 2 + t,

z = 3− t
та l2 :


x = 2t,

y = 3 + t,

z = 2− 3t

t ∈ R.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
3x21+5x22+4x23+3x24+6x1x2+6x1x3+6x1x4+2x2x3+10x2x4 + 4x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 91x22 − 62x23 + 40x1x2 + 16x1x3 + 134x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми 9x21 + 13x22 + 11x23 − 12x1x2 + 6x1x3 − 22x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −1 для
многочлена f(x) = 2x5 + 6x4 + 3x3 − 7x2 − 9x− 3.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 6x4 − 11x3 + 22x2 − 33x+ 12.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 + 4x2.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + 3x3 − x2 − x+ 5

(x+ 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
3x3 + x2 + 20x+ 6

(x2 + x+ 1)(x+ 3)(x− 3)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + x4 − x2 − 3x+ 2, g(x) = x4 + 3x3 + 3x2 − 2.
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2.22. Варiант 22.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z = 70−20i
1−3i −(3−2i)

3+i101 в алгебричнiй форме,
знайти дiйсну та уявну частину даного комплексного числа, модуль та
аргумент цього комплексного числа.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −2i,
n = 26.

3) Знайти всi значення 6
√
4 + 4i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 3− i| ≤ 6, 2 ≤ |z − 5|, |z| ≥ 1.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 2z2 + 9 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −1 3 9
2 5 −3
0 3 −4

;

B =

 7 −2 4
2 −3 3
0 5 −1

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·X + 5 ·
(

4 0
−1 2

)
=

(
2 −3
1 4

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x4 − x2 + 5x+ 2, A =

(
3 −3
1 2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi
порядку 2, для яких A2 = E.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 2
2 −3 0 1
0 1 7 5
3 −4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x x+ 3
5 −1

∣∣∣∣ < x2 − 9.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

0 −3 1
1 2 2
2 −1 −5

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

0 1
−2 7

)
·X ·

(
3 1
−2 −1

)
=

(
6 6
2 1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


0 1 9 5
1 0 3 4
2 −3 0 1
3 −4 0 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


3 1 2 3
1 0 3 4
0 2 −2 1
2 0 4 5

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


5 1 −2 4
3 5 2 1
1 9 6 −2
2 −4 −4 3

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


−3x1 + 2x2 − 3x3 = 2,

−2x1 + x2 − 3x3 = 5,

5x1 − x2 + 3x3 = −2.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
−x1 + x2 + x3 + 2x4 − x5 = 4,

x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 + x5 = 20,

2x1 + 3x2 − 2x3 + 3x4 + 5x5 = 6,

3x1 − 2x2 − x3 + 4x4 + 5x5 = −3.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 − x3 + 4x4 + x5 = 0,

x1 − 2x2 − x4 + x5 = 0,

x1 + 3x2 − 2x4 + x5 = 0,

3x2 + 2x3 − 5x4 − 2x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина натуральних чисел, кратних
5. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визначаються
звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = 5x2 + 4x− 1, f2(x) = 3x2 + 2x+ 7, f3(x) = 7x2 + 6x− 9.
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3) Знайти всi базисi системи векторiв:−→a1 = (−11;−3; 2; 0; 1), −→a2 = (12; 0; 4; 7; 6),
−→a3 = (1;−1; 3; 4;−7).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f ′(0) = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (−4; 1; 2; 6), −→a2 = (−5;−1; 2; 3), −→a3 = (0; 1; 7; 4),
−→a4 = (2; 8;−5; 0), −→a5 = (−16; 12; 31; 34).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (1; 1; 0),
−→
f1 = 3−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e1 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e1 −−→e2 −−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1, 1,−1, 2),−→a2 = (2, 1,−1, 1),−→a3 = (1, 0, 0,−1),
−→
b1 = (4, 3,−3, 5),

−→
b2 = (1, 2,−1,−1),

−→
b3 = (5, 5,−4, 4).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = x1x2 + x1y2 + x2y1 + y1y2 + z1z2 +

+ z1u2 + z2u1 + u1u2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (2;−3),

−→
f2 = (−2i; 1− 2i),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 + 3x2y2.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (0; 2; 1; 4), −→a2 = (3; 0;−5; 6), −→a3 = (3; 2;−4; 10).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (7; 1; 3; 4), −→a2 = (2;−1; 5; 0), −→a3 = (4; 6;−1; 3).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
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4x1 − x2 + 3x3 + x4 = 0,
3x1 + x2 + x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (6; 2;−1; 3), −→a2 = (1;−1; 1; 3), −→a3 = (0; 0; 2; 4), −→x = (1; 0; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти площу паралелограма, побудова-
ного на векторах −→e1 = (−1; 3; 4), −→e2 = (0; 2;−1).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21−2x22−3x23+x24 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 8x2x3 − 4x2x4 + 10x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 27x22 − x23 + 24x1x2 + 24x1x3 + 108x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −1 для
многочлена f(x) = 3x5 + 9x4 + 7x3 − 3x2 − 6x− 2.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4−5x3+20x2−20x−16.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x6 + 64.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 + x4 − x2 + 3x− 2

(x+ 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
4x3 + 12x2 + 25x+ 62

(x2 + x+ 5)(x+ 4)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 − x3 − 2x2 − 2x+ 4, g(x) = x6 − 2x4 − x3 + x2 + 2x− 2.
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2.23. Варiант 23.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 30+10i

3i+1
− 2(3− i)3 − i103.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 10+10i

√
3,

n = 29.

3) Знайти всi значення 6
√
−2− 2i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
− 1 ≤ Rez ≤ 3, 2 ≤ Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 4z2 + 16 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −3 2 −1
3 1 −2
−1 4 3

;

B =

 8 0 −2
3 1 −3
0 −2 −4

; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·X − 2 ·
(

2 1
−1 3

)
=

(
8 1
2 −12

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x3 + 3x2 − 5x− 4, A =

(
4 1
−1 4

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
5 3
4 −2

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 3
2 −3 0 1
0 1 7 1
3 −4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣ 7 −3
4x2 2x− 1

∣∣∣∣ < 11x2 − 40.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.



95

8) Розв’язати рiвняння:
(
−4 3
−2 1

)
·X ·

(
5 −3
3 −2

)
=

(
4 −5
1 3

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


3 1 2 3
1 0 3 4
0 2 −2 1
2 0 4 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


−2 3 0 2
4 2 1 −1
3 0 −2 5
1 1 0 1

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


1 −2 −1 1
0 1 2 −3
1 0 3 −5
3 −4 1 −3
5 −4 7 −13

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


x1 + 2x2 + 4x3 = 8,

2x1 + x2 − 2x3 = −3,
3x1 − x2 + x3 = −8.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 + 3x2 + x3 − 2x4 + 5x5 = 10,

3x1 + x2 − 3x3 + 2x4 + x5 = −5,
x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 + 3x5 = 4,

4x1 − x2 + x3 + 5x4 + x5 = 0.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


5x1 + x2 + 3x3 − 2x5 = 0,

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0,

6x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 = 0,

−2x1 + 5x2 − 6x3 + 12x4 + 8x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина нескоротних дробiв допов-
нена нульовим елементом. Операцiї додавання елементiв та множення на
скаляр визначаються звичайним чином.
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2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
−→a1 = (5;−1; 4; 6), −→a2 = (3; 2;−1;−8),−→a3 = (9; 0; 3; 6).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (4; 5;−7; 8), −→a2 = (1; 2; 1; 2),
−→a3 = (3; 3;−8; 6), −→a4 = (2; 1;−9; 4).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору многочленiв степеня не
вище другого, для яких f(−1) = 0.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = 2x3 + 6x2 + 3x+ 3, f2(x) = 4x2 + x− 1,
f3(x) = 2x3 + 5x2 + 3x+ 7, f4(x) = 6x3 − 4x2 − x+ 2,
f5(x) = −8x3 + 24x2 + 9x+ 1.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (4; 1; 1),
−→
f1 = −→e1 + 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e3 ,

−→
f3 = −→e1 +−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1, 2, 3),−→a2 = (−1, 2, 3, 1),−→a3 = (1, 0, 7, 7),
−→
b1 = (2,−3,−1, 2),

−→
b2 = (2, 1, 1, 1),

−→
b3 = (5,−3, 2, 6).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) = |−→x |+ |−→y |.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1 + i; 0; 1),

−→
f2 = (2; 0; 1),

−→
f3 = (i;−i; 0),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (5;−4; 1; 1), −→a2 = (1; 0; 5; 1), −→a3 = (−1;−1; 2; 3).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (0; 1; 1; 5), −→a2 = (2; 8; 3; 4).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
x1 − x2 + 5x3 − x4 = 0.
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6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 1; 0; 1), −→a2 = (0; 2; 2; 1), −→a3 = (−3; 1; 5; 2), −→x = (0; 1; 1; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм паралелепiпеда, побудовано-
го на векторах −→e1 = (4; 0; 2), −→e2 = (−1; 2; 5),−→e3 = (2; 1; 0).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
3x21 + 5x22 + 6x23 + 9x24 + 6x1x2 + 6x1x3 + 6x1x4 + 2x2x3 + 10x2x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
−4x21 + 5x22 + 4x23 − 8x1x2 − 8x1x3 − 26x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 8x22 − 14x23 + 4x1x2 − 6x1x3 + 20x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 3 для мно-
гочлена f(x) = −3x5 + 18x4 − 26x3 − 5x2 + 3x+ 9.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4+5x3+8x2+10x−8.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 625.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
−3x5 + x4 + 3x2 − 2x+ 1

(x− 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 + 10x2 + 3x− 22

(x2 + 4x+ 5)(x− 3)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = 2x5 + 5x3 + x2 + 2x+ 2, g(x) = 2x6 + 4x4 + x3 + 3x2 + 2x+ 6.
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2.24. Варiант 24.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 16i+24

2i−2 + (2i+ 4)3 − i107.
2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент

комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −3 + 3i,
n = 22.

3) Знайти всi значення 6
√
−6 + 2i

√
3 та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
− 2 ≤ Rez, −2π/3 ≤ argz ≤ 5π/6.

5) Розв’язати рiвняння z4 − z2 + 25 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 7 −2 3
0 3 −3
−1 6 0

;

B =

 0 1 −3
2 5 7
7 −2 1

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 5 ·X − 3 ·
(

1 −2
4 3

)
=

(
2 1
8 −4

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x4 − x3 + x2 − 3, A =

(
5 −2
−2 1

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвняння
(

2 −4
−7 14

)
·X =

(
−10 −12
35 42

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 3
2 −3 0 1
0 1 7 1
3 −4 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣5x+ 1 3x
2− x x

∣∣∣∣ > 9x2.

7) Обчислити обернену матрицю A−1 для наведеної матрицi A:

2 7 3
3 0 4
1 5 3

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

2 1
−3 4

)
·X ·

(
7 5
0 −1

)
=

(
2 −1
3 −3

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


−2 3 0 2
4 2 1 −1
3 0 −2 5
1 1 0 1

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


−2 2 4 3
0 1 2 3
4 2 0 −2
0 1 3 5

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


−1 1 3 0 2
1 −1 −2 1 2
3 −2 0 1 3
4 −3 −2 2 5

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


2x1 − 7x2 + 3x3 = −7,
3x1 + 5x2 + 6x3 = 2,

x1 − 3x2 + 2x3 = −4.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 − 5x2 + 2x3 + 6x4 + 2x5 = 1,

−2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 + x5 = 5,

x1 + 5x2 − x3 + 2x4 + 3x5 = 0,

3x1 + x2 + x3 − 2x4 − 2x5 = −6.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + x2 + 2x4 + x5 = 0,

2x1 + 3x2 − 2x3 + 3x4 + 2x5 = 0,

x2 − 2x3 − x4 = 0,

−x1 − 3x2 + 4x3 − x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина таких функцiй, що
f(0) = 0. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визнача-
ються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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f1(x) =
1
x2
, f2(x) =

1
x
, f3(x) = 1, x ∈ (0; 1).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (2;−1; 3; 4), −→a2 = (4; 5; 0; 9),
−→a3 = (6;−7; 1; 0).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2 з ну-
льовим слiдом.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
7 1
3 4

)
, x2 =

(
2 −1
5 0

)
, x3 =

(
4 6
−1 3

)
,

x4 =

(
2 2
1 −1

)
, x5 =

(
16 12
13 −1

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 1; 2),
−→
f1 = −→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = 3−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 + 2−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (−1,−1,−1, 1),−→a2 = (1,−1, 0, 2),−→a3 = (2, 0, 1, 1),
−→
b1 = (3, 1, 2, 0),

−→
b2 = (1,−1, 3, 1),

−→
b3 = (0,−4, 1, 5).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2 .

Для довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)g(x)|.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (3; 1; 2),

−→
f2 = (−2; 1; 3),

−→
f3 = (2;−1; 1),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (−1;−3; 5; 3), −→a2 = (−2; 2; 1; 3), −→a3 = (2;−1; 2; 7).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (7;−2; 0; 1).



101

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
x1 + x2 − x3 = 0,

5x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
4x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (0; 1; 0; 2), −→a2 = (2; 1; 0; 1), −→a3 = (1; 1; 0; 1), −→x = (1; 2; 1; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :
x− 1

3
=
y + 2

−2
=
z + 3

3
та l2 :

x+ 4

−2
=
y

3
=
z − 1

0
.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21+8x22+14x23+24x24−4x1x2+6x1x3+2x1x4−20x2x3+12x2x4 − 12x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 5x22 + 42x23 + 2x1x2 + 10x1x3 + 26x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 10x22 + 9x23 + 6x1x2 + 4x1x3 + 10x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 3 для мно-
гочлена f(x) = 3x5 − 18x4 + 27x3 + x2 − 6x+ 9.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 6x4+17x3+21x2+15x+4.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x6 + 1331.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + x4 + 2x3 − x+ 1

(x− 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
3x3 + 10x2 + 9x+ 8

(x2 + 2x+ 2)(x− 2)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 − x3 − 2x2 + 3x− 3, g(x) = x5 − 5x3 + 3x2 + 6x− 9.
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2.25. Варiант 25.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 26

5i−1 + (1− i)6 + i17.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −2 + 2i,
n = 23.

3) Знайти всi значення 4
√
−4
√
3 + 4i та зобразити всi цi значення на ком-

плекснiй площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 1| ≤ 3, Rez ≤ 2, Imz ≤ 1.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 5z2 + 49 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −6 −2 0
0 2 5
−1 3 7

;

B =

 4 −2 1
1 3 −4
3 −2 0

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння
(

11 4
−2 7

)
+ 4 ·X =

(
3 −12
10 3

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = −2x3 + 3x2 − 3x+ 7, A =

(
−3 1
−4 2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, навести приклад мат-
рицi порядку 2, що не є одиничною або нульовою для якої A3 = A.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 3
2 −3 0 1
0 1 7 1
3 −4 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x+ 1 4
2 + x 1− 3x

∣∣∣∣ > −16− 6x2.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 5
1 2 0
3 0 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(

5 0
−7 1

)
·X ·

(
4 −1
−2 3

)
=

(
1 3
−2 1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


−2 2 4 3
0 1 2 3
4 2 0 −2
0 1 3 5

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 2 0 1
2 4 −2 3
1 1 2 0
3 3 1 2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


0 0 1 0 2
1 0 2 −1 1
1 2 −3 5 0
3 2 1 3 2

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


−x1 − x2 + 5x3 = −14,

4x1 + 2x2 + 23 = 10,

5x1 − 3x2 + x3 = 10.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
−2x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 2,

x1 + 6x2 − 2x3 + x4 − 3x5 = 3,

4x1 + 2x3 + 6x4 + 3x5 = 1,

x1 + 6x2 − 2x3 + x4 − 2x5 = −2.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x2 − 2x3 + 3x4 + x5 = 0,

x1 − 4x2 − x3 + 3x4 = 0,

x1 + 3x2 + 2x4 − x5 = 0,

x1 + x2 + x3 − x4 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина нижнiх трикутних матри-
ць. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визначаються
звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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A =

(
2 7
−3 5

)
, B =

(
1 2
8 −1

)
, C =

(
3 4
1 2

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (0; 1; 3; 2), −→a2 = (1;−1; 8; 4),
−→a3 = (2;−2; 9; 4).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
7 2
1 3

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (5; 7; 6;−1), −→a2 = (4; 2; 0; 3), −→a3 = (2; 2; 1;−5),
−→a4 = (6; 4; 2; 7), −→a5 = (15; 13; 6;−9).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (3; 1; 0),
−→
f1 = −→e1 −−→e2 ,

−→
f2 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (2, 2,−2, 1),−→a2 = (1, 3,−1,−3),−→a3 = (1,−1,−1, 2),
−→
b1 = (4, 8,−4,−5),

−→
b2 = (1, 1, 1, 2),

−→
b3 = (5, 9,−3,−3).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) = max{x1x2; y1y2; z1z2; u1u2}.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (2; i− 3),

−→
f2 = (2i; 0),

(−→x ,−→y ) = 2x1y1 + (1 + i)x1.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (4; 0; 1;−2), −→a2 = (3; 1;−5; 4), −→a3 = (1;−1; 6;−3).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (2; 6; 3; 3), −→a2 = (4; 0; 1;−1), −→a3 = (2; 5; 3; 7).



105

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:

2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 0,
3x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (−1; 1; 1; 1), −→a2 = (1;−1; 0; 3), −→a3 = (0; 0; 1; 0), −→x = (1; 0; 2; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм тетраедра, побудованого на
векторах −→e1 = (−1; 0; 2), −→e2 = (2; 1; 3),−→e3 = (4;−1; 2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
2x21 + x22 + 4x23 + 2x24 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x1x4 + 6x2x3 + 2x2x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 2x22 + 25x23 + 2x1x2 + 10x1x3 + 8x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 10x22 + 12x23 − 6x1x2 + 2x1x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 3 для мно-
гочлена f(x) = −2x5 + 17x4 − 41x3 − 9x2 + 135x− 108.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 12x4 − 13x3 + 27x2 − 26x+ 6.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 4.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
−3x5 + x4 + x2 − x+ 1

(x+ 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
5x3 − 3x2 − 3x− 9

(x2 + x+ 3)(x− 3)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 2, g(x) = x5 + x4 + x3 + 3x2 + 2.
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2.26. Варiант 26.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 13+26i

3i−2 + (1− i)4 − i14.
2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент

комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 3i, n = 17.

3) Знайти всi значення 4
√
i та зобразити всi цi значення на комплекснiй пло-

щини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z + 2− 2i| ≥ 3, Rez ≤ 2, 1 ≤ Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 7z2 + 81 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 7 0 2
1 2 −3
4 1 −1

;

B =

 −2 3 −5
0 3 −7
−1 −2 0

; BA− AB.

2) Розв’язати матричне рiвняння 2 ·
(
−2 1
7 9

)
+ 3 ·X =

(
2 −4
−7 3

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 2x4 − x2 + x+ 5, A =

(
1 −2
−1 5

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти вiдповiдь на
питання: За якої умови на елементи матрицi A має мiсце рiвнiсть AT = A?

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 0
3 4 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати рiвняння:

∣∣∣∣ 3x 2 + x
x− 4 −x

∣∣∣∣ = −2x.
7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 5
2 2 0
3 0 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.

8) Розв’язати рiвняння:
(
−1 3
−3 7

)
·X ·

(
2 4
−1 −3

)
=

(
6 0
−2 1

)
.
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9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 2 0 1
2 4 −2 3
1 1 2 0
3 3 1 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


0 1 1 2
−2 3 2 3
2 0 1 1
1 2 3 3

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


6 7 1 9 2
1 0 2 0 1
2 3 −2 4 −2
3 4 1 5 3

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


−2x1 + 7x2 − 2x3 = 5,

2x1 + 5x3 = −4,
−x1 + 4x2 − 3x3 = 7.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
3x1 − x2 − 2x3 + x4 + x5 = 8,

2x1 + x2 + x3 − x4 − 5x5 = 10,

−x1 + 5x2 + x3 + x4 + 3x5 = −1,
2x1 − x2 + x3 − 3x4 + x5 = 11.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 + x2 + 5x3 − 2x4 = 0,

x1 + 2x3 − 2x4 + x5 = 0,

x2 − x3 + 3x4 + 2x5 = 0,

3x1 + x2 − x3 + x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина неперервних функцiй, що
не мають екстремумiв при x ∈ (0;+∞). Операцiї додавання елементiв та
множення на скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = x2 − x+ 6, f2(x) = −6x2 + 3x− 1, f3(x) = 7x2 + 2x− 4.

3) Знайти всi базисi системи векторiв:−→a1 = (6; 4; 3; 10; 7), −→a2 = (1; 2;−3; 3;−1),
−→a3 = (5; 1;−6; 6;−5),−→a4 = (2; 2; 3; 4; 5).
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4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2 з ну-
льовим першим рядком.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = x3 + 3x2 + 2x, f2(x) = 4x3 + 5x2 + x+ 8,
f3(x) = 6x3 + 3x2 − 2, f4(x) = 2x3 + 5x2 + x+ 4, f5(x) = x3 − 4x2 − 14.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0; 1; 3),
−→
f1 = −−→e1 + 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −−→e1 −−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e1 −−→e2 −−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (2,−1, 2,−1),−→a2 = (3, 0, 3, 1),−→a3 = (7,−2, 7,−1),
−→
b1 = (4, 1, 4, 3),

−→
b2 = (1, 1, 2,−1),

−→
b3 = (7, 1, 9,−2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R3. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо (−→x ,−→y ) =

√
|−→x |2 + |−→y |2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1; 0;−1),

−→
f2 = (2i; 0; 1),

−→
f3 = (−1; 1 + i; 0),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (3;−2; 1; 2), −→a2 = (2; 0; 4;−1), −→a3 = (−4; 1; 1; 6).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо
−→a1 = (7; 3; 2;−1), −→a2 = (4; 0; 5; 8).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
3x1 − 2x2 + x3 − 5x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (1; 1; 1;−1), −→a2 = (0;−1; 1; 0), −→a3 = (2; 1; 2; 0), −→x = (1; 2; 3; 1).
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7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти розклад вектора −→a = (3; 1; 3) за
векторами −→e1 = (1; 2;−3), −→e2 = (2;−1; 1),−→e3 = (0; 1; 2).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
4x21 + 4x22 + 6x23 + 7x24 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x1x4 − 4x2x3 + 8x2x4 − 8x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 5x22 + 79x23 + 8x1x2 + 40x1x3 + 36x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 2x22 − 6x23 + 2x1x2 − 2x1x3 + 6x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = 3 для мно-
гочлена f(x) = 2x5 − 18x4 + 53x3 − 45x2 − 27x+ 27.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 12x4−5x3+9x2−5x−3.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 − 2x2 + 49.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
2x5 + x2 + 3x+ 2

(x− 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
5x3 − 7x2 + x+ 7

(x2 + x+ 1)(x− 2)(x− 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 − 2x3 − 3x2 + 8x− 4, g(x) = x5 − x4 − 4x3 + 5x2 − 4.
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2.27. Варiант 27.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 8+16i

i−1 − (i− 3)4 + i18.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z =

√
3 + 3i,

n = 20.

3) Знайти всi значення 5
√
−2 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 2 + 2i| ≥ 1, 0 ≤ Rez, −2 ≤ Imz.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 18z2 + 81 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 4 0 −2
1 2 −3
−1 7 0

;

B =

 −3 2 7
0 1 −2
−1 3 −1

; (AT ·B)− (BT · A).

2) Розв’язати матричне рiвняння 4 ·X − 3 ·
(

1 6
2 −4

)
=

(
9 2
−2 0

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = −x3 + 3x2 − 3x+ 9, A =

(
2 −3
5 −3

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

(
3 2
−3 0

)
, тобто AB = BA.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 1
3 4 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣3x+ 1 x− 2
5− x 2

∣∣∣∣ > 24.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 5
3 2 0
3 0 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
6 6
2 1

)
·X ·

(
−4 3
1 0

)
=

(
8 −2
1 −1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


0 1 1 2
−2 3 2 3
2 0 1 1
1 2 3 3

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


3 2 0 1
2 4 −2 3
1 0 2 0
3 5 1 4

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


5 2 −5 3
2 −1 −3 7
1 −1 2 3
−8 0 6 13

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


3x1 − 2x2 + 3x3 = 1,

x1 + x2 − x3 = 6,

2x1 − 4x2 − x3 = 4.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
3x1 + 2x2 + x3 + 7x4 − 3x5 = −1,
−2x1 + x2 + x3 + x4 + 2x5 = 5,

x1 − x2 − 2x3 + 3x4 + 5x5 = 0,

−x1 + x2 + 2x3 + 5x4 + x5 = 1.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 0,

x1 − x2 − 2x3 − x4 + x5 = 0,

x1 + x2 + x3 + 3x4 + x5 = 0,

x3 + 2x4 + 3x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина квадратних тричленiв, що
мають нульовий дискримiнант. Операцiї додавання елементiв та множен-
ня на скаляр визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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−→a1 = (1;−2; 3; 7), −→a2 = (4; 5; 1;−2), −→a3 = (5; 3; 4; 6).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (1; 1; 1; 1), −→a2 = (−1; 0;−3; 1),
−→a3 = (1; 1;−1;−1), ;−→a4 = (3; 4; 1; 5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору парних функцiй, що є
многочленами не вищє другого порядку.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(

3 2
−1 4

)
, x2 =

(
5 2
1 1

)
, x3 =

(
0 −1
1 3

)
,

x4 =

(
−4 3
5 6

)
, x5 =

(
−4 15
13 17

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (3; 0; 1),
−→
f1 = 2−→e1 − 2−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = −→e2 ,

−→
f3 = −→e1 +−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−2, 1, 1),−→a2 = (2, 3, 1, 2),−→a3 = (4,−1, 3, 4),
−→
b1 = (5, 4, 3, 5),

−→
b2 = (−1,−1, 2, 0),

−→
b3 = (3,−2, 5, 4).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2. Для

довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

x2f(x)g(x)dx.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1; 0; 2),

−→
f2 = (−1; 2; 1),

−→
f3 = (0; 3; 0),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (1;−1; 0; 4), −→a2 = (2; 1; 2; 1), −→a3 = (3; 0; 2; 5).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (0; 1; 0; 2).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 5x3 + x4 = 0,
2x1 + x2 + x3 − 3x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (0; 3; 0; 1), −→a2 = (2; 1; 0; 0), −→a3 = (−1; 1; 1; 1), −→x = (2; 1; 2;−1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :


x = 2 + t,

y = 3− t,
z = 2t

та l2 :


x = 1− 2t,

y = 3,

z = 2 + 3t

t ∈ R.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:

4x21 + 6x22 + 2x23 + 3x24 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 8x2x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
4x21 + 35x22 − 13x23 + 24x1x2 + 16x1x3 + 54x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 10x22 − 11x23 + 2x1x2 + 2x1x3 + 16x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −3 для
многочлена f(x) = 3x5 + 28x4 + 88x3 + 90x2 − 27x− 54.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 12x4+17x3+14x2+2x−3.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x4 − x2 + 16.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 − 3x3 + 2x2 − x+ 4

(x+ 3)6
;

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
x3 + 2x2 + 6x− 25

(x2 + 4)(x+ 3)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 − x3 + 4x2 − 3x+ 3, g(x) = 2x5 + 6x3 + 3x2 + 9.
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2.28. Варiант 28.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 3i−1

1+i
+ (1 + 3i)4 − i21.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = i−

√
3,

n = 14.

3) Знайти всi значення 6
√
2i− 2 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
|z − 2 + 2i| ≤ 4, 0 ≤ Rez, Imz ≤ −2.

5) Розв’язати рiвняння z4 − 2z2 + 100 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 0 −2 8
2 3 −1
5 0 1

;

B =

 2 −6 1
1 7 4
−1 −2 0

; (AB)T −BTAT .

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·
(
−2 1
3 7

)
+ 2 ·X =

(
−4 5
1 9

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = 5x4 − x3 + 3x− 4, A =

(
3 −1
1 2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi X,

що задовольняють рiвнянняю
(
3 −1
12 4

)
·X =

(
−1 2
4 −8

)
.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 1
3 2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати рiвняння:

∣∣∣∣4x− 1 x+ 1
3 x

∣∣∣∣ = 5.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 5
4 2 0
3 0 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
5 −2
2 0

)
·X ·

(
4 1
−3 −1

)
=

(
3 2
−3 1

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


3 2 0 1
2 4 −2 3
1 0 2 0
3 5 1 4

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 3 0 3
2 0 −3 1
0 7 1 1
3 0 −4 2

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


4 −1 −2 −2
−2 −4 1 5
2 0 −1 2
0 −4 0 7

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


−x1 + 2x2 + 2x3 = 10,

3x1 + x2 + 4x3 = −6,
3x1 + 8x2 − 4x3 = 0.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
2x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + x5 = 1,

3x1 − 2x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

−x1 + x2 + 3x3 + 5x4 + 2x5 = 0,

2x1 + 3x2 + 4x3 + x4 + x5 = −4.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x1 − 3x3 − x4 + 2x5 = 0,

x2 + 2x3 + x5 = 0,

2x3 + 3x4 − x5 = 0,

x1 + x2 + x3 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина функцiй, що неперервнi
скрiзь на R, окрiм точки x = 0, в якiй функцiя має розрив стрибком.
Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визначаються зви-
чайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
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f1(x) =
5

cos2 x
, f2(x) = tg2 x, f3(x) = 4, x ∈ (−π

2
; π
2
).

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (4;−5; 6; 1), −→a2 = (3; 2;−1; 8),
−→a3 = (9; 1;−3; 7), −→a4 = (1; 4;−5; 9).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору кососиметричних матри-
ць порядку 2.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: −→a1 = (1; 3; 2; 8), −→a2 = (4;−1; 5; 6), −→a3 = (6; 2; 5; 1),
−→a4 = (4; 0;−1; 3), −→a5 = (9; 0; 14;−3).

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (3;−1; 0),
−→
f1 = −−→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = 2−→e1 +−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −→e1 +−→e2 +−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (4, 1,−1, 1),−→a2 = (1, 3,−1,−2),−→a3 = (6, 7,−3,−5),
−→
b1 = (−1, 8,−2,−7),

−→
b2 = (2,−1,−1, 1),

−→
b3 = (8, 6,−4,−2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:

L – простiр матриць порядку 2. Для довiльних f =

(
x1 y1
z1 u1

)
та

g =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо (f, g) =

√
x21x

2
2 + y21y

2
2 + z21z

2
2 + u21u

2
2.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1; 2; 3),

−→
f2 = (1; 0; 1),

−→
f3 = (−1; 1; 0),

(−→x ,−→y ) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 5x2y2 − 2x2y3 − 2x3y2 + 7x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (2;−2; 1; 1), −→a2 = (1;−3; 5; 0), −→a3 = (3;−2; 1; 1).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (−4; 1; 2; 6), −→a2 = (−5;−1; 2; 3), −→a3 = (0; 1; 7; 4).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,

2x1 + 3x2 + 4x3 − 2x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (2; 1; 0;−1), −→a2 = (0;−1; 0; 3), −→a3 = (1; 0; 3; 4), −→x = (1; 1; 3; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти Площу паралелограма, побудова-
ного на векторах −→e1 = (0; 2; 3), −→e2 = (1; 3;−1).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21 + 2x22 + 9x23 + 7x24 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 4x2x4 − 6x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 26x22 + 4x23 + 10x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 5x22 + 26x23 − 4x1x2 + 6x1x3 − 20x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −3 для
многочлена f(x) = 2x5 + 19x4 + 64x3 + 90x2 + 54x+ 27.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена
f(x) = 12x4 + 37x3 + 53x2 + 32x+ 6.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 6x2 + 25.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + 2x4 + 3x2 − x+ 2

(x+ 2)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
6x3 + 15x2 + 2x+ 1

(x2 + 1)(x+ 3)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x5 + 3x3 + 7x2 + 21, g(x) = x5 − x3 + x2 − 12x+ 3.
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2.29. Варiант 29.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 7i−1

i−1 − (2 + 2i)4 + i27.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = 5i, n = 21.

3) Знайти всi значення 6
√
−i− 1 та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
Imz ≤ 3, π/6 ≤ argz ≤ 2π/3.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 16z2 + 100 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 5 1 1
−2 1 2
−1 3 0

;

B =

 0 −2 5
1 −1 3
−2 3 0

; (A+B)(B − A) + (A2 −B2).

2) Розв’язати матричне рiвняння 7 ·X − 2 ·
(

4 3
0 −8

)
=

(
6 1
−7 2

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = −x4 − x3 + 3x+ 4, A =

(
4 −1
−1 2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, навести приклад мат-
риць порядку 2× 3, що не є нульовими, але для яких AB = 0.

5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 2
2 3 −2 4
1 0 2 1
3 2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣2x+ 5 3x
−2 x− 1

∣∣∣∣ < x− 5.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 5
5 2 0
3 0 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
−5 −2
2 3

)
·X ·

(
2 1
−2 1

)
=

(
1 −2
−3 4

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 3 0 3
2 0 −3 1
0 7 1 1
3 0 −4 2

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


0 1 3 9
1 −1 7 10
−1 3 −1 8
1 −2 4 1

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


x1 + 6x2 + 2x3 = −13,
−2x1 + 3x2 + 5x3 = 5,

4x1 − 3x2 + 7x3 = 1.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
−3x1 + x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 + 4x4 − x5 = 0,

2x1 + x2 − 2x3 + x4 + 2x5 = −1,
x1 − 5x2 + x3 − 3x4 + x5 = 1.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


2x1 − x3 − x4 + x5 = 0,

4x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

2x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 0,

6x1 + x2 + x3 − x4 − x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина таких функцiй, що
f(1) = 1. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр визнача-
ються звичайним чином.



120

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:

A =

(
5 0
3 6

)
, B =

(
−1 3
4 −2

)
, C =

(
3 6
11 2

)
.

3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (1; 3; 2;−1), −→a2 = (3; 2; 0; 2),
−→a3 = (7;−9; 1; 4), −→a4 = (11;−4; 3; 5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору матриць порядку 2, що

комутують з матрицею A =

(
10 −4
−5 2

)
.

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-
тирма векторами: f1(x) = −4x3 + 5x2 + 2x+ 6, f2(x) = 7x3 + 3x2 + x+ 2,
f3(x) = 4x3 + 3x2 + 5, f4(x) = 2x3 − 2x2 + 4x+ 6,
f5(x) = 28x3 − 3x2 + 2x+ 3.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (2; 2; 0),
−→
f1 = 3−→e1 +−→e2 ,

−→
f2 = −→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 −−→e2 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1, 4, 1),−→a2 = (2, 3, 1,−1),−→a3 = (4, 1, 9, 1),
−→
b1 = (1, 4,−3,−2),

−→
b2 = (1, 0, 1, 1),

−→
b3 = (5, 2, 7, 2).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L = R2. Для довiльних −→x ,−→y ∈ L визначимо

(−→x ,−→y ) = |−→x ||−→y | cos(π
3
+ α), де α – кут мiж векторами.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (−i; 1; 0),

−→
f2 = (1; 0; 0),

−→
f3 = (1 + 2i;−2 + i; 1),

(−→x ,−→y ) = x1y1 − ix1y2 + ix2y1 + 2x2y2 + (2 + i)x2y3 + (2− i)x3y2 + 6x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (1; 1;−1; 2), −→a2 = (4;−1; 2; 4), −→a3 = (0; 1; 3; 0).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (5; 5; 1; 3), −→a2 = (4; 2; 1; 0).
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5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ор-
тогональне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається рiвнянням
2x1 − 5x2 + 2x3 − 6x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо −→a1 = (4;−1; 1; 1), −→a2 = (3; 0; 2; 1), −→a3 = (−3; 2; 1; 5), −→x = (0; 0; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти об’єм паралелепiпеда, побудовано-
го на векторах −→e1 = (1; 2; 3), −→e2 = (1; 0; 1),−→e3 = (1;−1; 1).

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21+5x22+6x23+10x24+2x1x2 + 2x1x3 − 4x1x4 − 6x2x3 + 4x2x4 − 14x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 29x22 + 4x23 + 10x1x2 − 2x1x3 − 18x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми −x21 − 2x22 − 3x23 − 2x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −3 для
многочлена f(x) = 3x5 + 27x4 + 79x3 + 63x2 − 54x− 54.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 12x4+x3+3x2− 9x+2.

3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та
полем C: f(x) = x4 + 2x2 + 9.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
3x5 − 2x2 + x− 12

(x− 1)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
3x3 + 9x2 + 16x+ 6

(x2 + x+ 1)(x+ 3)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = x4 + x3 + 3x2 + 2x+ 2, g(x) = x5 + x4 + 2x3 + 3x2 + 2.
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2.30. Варiант 30.

Комплекснi числа

1) Записати комплексне число z в алгебричнiй форме, знайти дiйсну та уяв-
ну частину даного комплексного числа, модуль та аргумент цього ком-
плексного числа z = 5i+1

1+i
+ (3 + 3i)4 − i97.

2) Подати число у тригонометричнiй формi, вказати модуль та аргумент
комплексного числа. Використовуючи формулу Муавра (пiднесення до
степеня комплексного числа) знайдiть n-ий степiнь числа z = −3, n = 37.

3) Знайти всi значення 5
√
1− i та зобразити всi цi значення на комплекснiй

площини.

4) На комплексной площинi зобразити область, що задовольняє умовам
Rez ≤ 4, −π/4 ≤ argz ≤ π/6.

5) Розв’язати рiвняння z4 + 31z2 + 81 = 0.

Матрицi, визначники, обернена матриця

1) Знайти значення вказаного матричного виразу A =

 −1 2 5
0 −1 2
−1 0 3

;

B =

 0 3 −2
7 1 −4
−1 0 −2

; AB −BA.

2) Розв’язати матричне рiвняння 3 ·
(
−1 5
4 2

)
+ 5 ·X =

(
12 −5
−3 1

)
.

3) Знайти значення многочлену f(A) вiд матрицi A, якщо

f(x) = x3 + 3x2 − 3x+ 1, A =

(
−3 −1
1 −2

)
.

4) Використовуючи елементарнi властивостi матриць, знайти всi матрицi B,

що комутують з матрицею A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0



5) Обчислiть визначники четвертого порядку:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 2
2 3 −2 3
1 0 2 1
3 2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6) Розв’язати нерiвнiсть:

∣∣∣∣x+ 3 3
1− x 2x− 1

∣∣∣∣ > 4.

7) Обчислити обернену матрицюA−1 для наведеної матрицiA:

1 0 5
6 2 0
3 0 −1

 .

Результат перевiрте A · A−1 = E.
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8) Розв’язати рiвняння:
(
7 8
0 −1

)
·X ·

(
−4 −2
−2 1

)
=

(
1 4
1 3

)
.

9) Використовуючи метод елементарних перетворень рядкiв, знайти для да-

ної матрицi обернену:


1 3 3 0
2 1 0 −3
0 1 7 1
3 2 1 −4

 .

10) Методом обрамляючих мiнорiв для даної матрицi знайти який–небудь

базисний мiнор та визначите ранг матрицi:


1 −5 2 2
−2 −4 1 3
0 0 −4 2
−3 −2 5 0

 .

11) Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв або стовпчикiв знайти

ранг матрицi


5 2 −3 1
0 −3 6 5
3 1 8 4
3 4 2 −1

 .

Системи лiнiйних рiвнянь

1) Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за формулами Крамера, методом

Ґаусса та матричним методом


3x1 + 7x2 + 3x3 = 2,

2x1 + x2 − x3 = −3,
−2x1 − 3x2 + 4x3 = −4.

2) Розв’язати методом Ґаусса систему лiнiйних неоднорiдних рiвнянь
x1 + 2x3 + 6x4 + 2x5 = 7,

−x1 − 3x2 + 2x4 + x5 = 10,

4x1 + x2 + x3 − x4 − x5 = −2,
3x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 1.

3) Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та загальний розв’язок одно-

рiдної системи лiнiйних рiвнянь


x2 + 2x3 + 3x4 + 1x5 = 0,

2x1 − x2 + x3 − x4 − 3x5 = 0,

x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 0,

x1 − x3 + x4 + 4x5 = 0.

Лiнiйнi простори

1) З’ясувати, чи є лiнiйним простором множина вироджених матриць, тобто
таких, що detA = 0. Операцiї додавання елементiв та множення на скаляр
визначаються звичайним чином.

2) Вказати який-небудь лiнiйний простiр, що мiстить данi вектори, та вста-
новiть лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даної системи векторiв:
f1(x) = 3x2 − 2x+ 1, f2(x) = 5x− 4, f3(x) = −39x2 + x+ 7.
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3) Знайти всi базисi системи векторiв: −→a1 = (6; 5; 4; 3), −→a2 = (2; 6;−7; 8),
−→a3 = (4;−1; 11;−5), −→a4 = (−4; 1;−11; 5).

4) Знайти базис та розмiрнiсть лiнiйного простору векторiв з R3, що орто-
гональнi до векторiв −→a = (3;−6; 1) та

−→
b = (1; 4; 5).

5) Знайти координати останнього вектора в базисi, утвореному першими чо-

тирма векторами: x1 =
(
1 −2
3 4

)
, x2 =

(
2 0
5 1

)
, x3 =

(
4 −1
2 5

)
,

x4 =

(
6 0
3 −1

)
, x5 =

(
19 −1
20 −2

)
.

6) Вiдомi координати вектора
−→
b в деякому базисi −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . Знайти коор-

динати цього вектора
−→
b в базисi

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 , якщо вiдомий зв’язок мiж

базисними векторами. Записати матрицю переходу вiд базису −→e1 ,−→e2 ,−→e3
до базису

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 .−→

b = (0;−2; 2),
−→
f1 = −→e2 +−→e3 ,

−→
f2 = 3−→e2 +−→e3 ,

−→
f3 = −−→e1 −−→e2 + 2−→e3 .

7) Знайти базис i розмiрнiсть суми та розмiрнiсть перетину пiдпросторiв L1

та L2 простору R4, якщо L1 - лiнiйна оболонка системи векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 ,
а L2 - лiнiйна оболонка системи векторiв

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 , якщо

−→a1 = (1,−1, 1,−1),−→a2 = (2, 2, 3,−1),−→a3 = (4, 0, 5,−3),
−→
b1 = (3, 1, 4,−2),

−→
b2 = (1, 1, 2,−1),

−→
b3 = (5, 3, 8,−4).

Унiтарний та евклiдiв простори

1) Нехай L – лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел. Перевiрити мож-
ливiсть введення скалярного добутку у просторi L вказаним способом:
L – простiр дiйсних многочленiв, степiнь яких не перевищує 2.

Для довiльних f, g ∈ L визначимо (f, g) =
1∫
0

f(x)g(x)dx.

2) В евклiдовому та унiтарному просторах, елементами яких є набори
−→x = (x1, ..., xn) вiдповiдно дiйсних та комплексних чисел, задано скалярнi
добутки. Побудувати матрицю Грама для векторiв

−→
fi та дослiдити на

лiнiйну залежнiсть цю систему векторiв:−→
f1 = (1; 2;−3),

−→
f2 = (2;−1; 1),

−→
f3 = (0; 1; 2),

(−→x ,−→y ) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3) Координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 задано в деякому ортонормованому базисi.
Використовуючи процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта побудувати орто-
нормований базис пiдпростору, що є лiнiйною оболонкою векторiв
−→a1 = (0; 2;−3; 1), −→a2 = (1; 3; 4;−1), −→a3 = (1; 5; 1; 0).

4) В деякому ортонормованому базисi задано L - лiнiйну оболонку векторiв.
Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до лiнiйного пiдпростору L,
якщо −→a1 = (2; 1; 5; 7).

5) Знайти систему рiвнянь, якою задається пiдпростiр L, якщо його ортого-
нальне доповнення L⊥ пiдпростору L⊥ ⊂ R4 задається наступною систе-
мою рiвнянь:
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2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,
3x1 + 2x2 − x4 = 0,
3x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0.

6) Нехай координати векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та −→x задано в деякому ортонормова-
ному базисi. Знайти проекцiю вектора −→x на пiдпростiр L, що є лiнiйною
оболонкою векторiв −→a1 ,−→a2 ,−→a3 та визначити кут i вiдстань мiж −→x та L,
якщо
−→a1 = (4; 1; 1;−1), −→a2 = (1; 0; 2; 1), −→a3 = (−1; 2; 1; 2), −→x = (0; 1; 0; 1).

7) У дiйсному лiнiйному просторi задано стандартний скалярний добуток.
Застосовуючи матрицю Грама знайти вiдстань мiж прямими

l1 :
x+ 3

−1
=
y + 1

2
=
z − 1

1
та l2 :

x− 1

3
=
y − 2

0
=
z + 3

2
.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1) Методом Лагранжа звести квадратичну форму до канонiчного та нор-
мального виглядiв. Записати невироджене лiнiйне перетворення, яке зво-
дить форму до нормального вигляду:
x21 + 2x22 + 3x23 + 4x24 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 4x2x4 − 2x3x4.

2) Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного вигляду:
x21 + 20x22 + 2x23 + 8x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3.

3) За допомогою критерiю Сiльвестра з’ясувати знакосталiсть квадратичної
форми x21 + 5x22 + 42x23 + 2x1x2 + 10x1x3 + 26x2x3.

Многочлени

1) За допомогою схеми Горнера визначити кратнiсть кореня c = −3 для
многочлена f(x) = 2x5 + 18x4 + 51x3 + 27x2 − 81x− 81.

2) Знайти всi рацiональнi коренi многочлена f(x) = 12x4+17x3+15x2+3x−2.
3) Розкласти многочлен у добуток незвiдних множникiв над полем R та

полем C: f(x) = x4 − 6x2 + 25.

4) За допомогою схеми Горнера розкласти даний правильний дрiб на най-

простiшi дроби над полем дiйсних чисел:
x5 + x4 − x3 − 2x+ 3

(x− 3)6
.

5) Методом невизначених коефiцiєнтiв розкласти даний правильний дрiб на

елементарнi дроби над полем дiйсних чисел:
7x3 + 20x2 + 23x+ 18

(x2 + 1)(x+ 3)(x+ 1)
.

6) Використовуючи алгоритм Евклида, знайти найбiльший спiльний дiль-
ник многочленiв f(x) та g(x):
f(x) = 3x5 + 3x4 + x3 + 4x2 + 1, g(x) = 3x5 + 4x3 − 6x2 + x− 2.
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